FUNCTII BINARE

4.1 Algebra booleana

In secolul al XIX-lea, matematicianul englez George Boole (1815-1864) formalizeaza
logica aristotelica, bazatd pe dihotomia adevarat-fals, sub forma unei algebre cunoscuta sub
numele de algebra Boole sau algebra booleana.

Existd mai multe moduri in care poate fi prezentata sistematic logica booleana. Pe de
o parte s-a incercat folosirea unui numar minim de axiome: s-a reusit chiar dezvoltarea
algebrei Boole pornind de la o singura axioma (foarte complexa si neintuitiva). Pe de alta
parte s-a incercat folosirea unui numar minim de functii logice de baza. Toate aceste solutii
sunt Tnsd limitative din punct de vedere ingineresc, deoarece 'realizarea concretd a
structurilor numerice este bine sprijinitd numai de un cadru teoretic flexibil, in care
diversitatea formelor de reprezentare este mult mai importantd decat rigiditatea si
austeritatea performantelor pur formale" ([Stefan, 2000]).

In cele ce urmeazi am definit o algebri booleani folosind postulatele lui
Huntington, un grup de afirmatii propuse pentru prima data in 1904 ([Mowle, 1976]).

O algebra booleani este un ansamblu (M ,+,.,=) format din multimea suport M cu

un numadr finit de elemente, operatia binard SAU notata cu simbolul +, operatia binara SI
notatd cu simbolul + si o relatie de echivalenta intre elementele multimii M, notatd cu
simbolul =, daca sunt indeplinite urmatoarele 6 postulate:

P1  operatiile sunt inchise:
Vx,yeM, x+yeM; x-ye M

P2 pentru fiecare operatie existd un element neutru:
Vxe M, exista 0e M, a.i. x+0=x
Vxe M, exista le M, a.1. x-1=x

P3  operatiile sunt comutative:

Vx,yeM, x+y=y+x; x-y=y-Xx
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P4  operatiile sunt distributive:
Vx,y,ze M, x+(y-z)=(x+y) (x+2z2)

x-(y+z)=(xy)+(x z)
PS  pentru fiecare element xe M existd un element xe M :
Vxe M, exista xe M, ai. x+x=1; x-x=0
P6  exista cel putin 2 elemente distincte Tn multimea M:

dx,ye M, ai x#y

Se poate usor observa cad fiecare propozitie este exprimatd prin doud echivalente
boolene. Una se obtine din cealaltd prin interschimbarea operatiilor binare SAU cu $I si a
constantelor 0 cu 1. Aceasta proprietate speciald se numeste dualitate.

Principiul dualitatii este foarte important pentru cd odata ce am demonstrat cd o
echivalenta booleana este adevarata, atunci si echivalenta duala este adevarata. Acest lucru se
poate demonstra prin aplicarea postulatelor de mai sus in ordinea folosita pentru demonstratia
echivalentei initiale. In general, dualitatea este valabili pentru orice proprietate booleans.

Folosind postulatele lui Huntington vom demonstra o serie de teoreme fundamentale:

T1  Legileluilsi0
VxeM, x-0=0; x+1=1

Demonstratie:
P4 P2 PS5

x-0=(x-0)+0=(r-0)+ (x-¥)=x- (0+¥)=x - ¥ =

S-a pornit din membrul sting si s-a introdus operatia SAU (postulatul 2);
elementul neutru astfel introdus este inlocuit de x-x (postulatul 5) in vederea
aplicarii distributivitatii (postulatul 4); se elimina elementul neutru pentru operatia
SAU (postulatul 2) si se aplica din nou postulatul 5.

Pentru demonstrarea expresiei duale se parcurge aceeasi secventd de postulate,
dar se folosesc expresiile duale:

P2 P5 P4 P2 P5
x+1=(x+1)-1=(x+1)-(x +x)=x+(1-¥)=x+x=1

T2  Legile complementului
Complementul lui 0 este 0, iar 0 =1; Complementul lui 1 este 1, iar 1=0.

Demonstratie:

P2 _ _ . ps _
x+0=x,deci 0+0=0. Dar 0+0=1,deci 0=1.
A doua relatie se poate demonstra prin dualitate.

T3  Legea de unicitate a complementului
Orice element x € M are un complement unic, notat prin x

Demonstratie:

Presupunem ca elementul x are doua complemente X, si X,
P2 P5 P4 PS5 P5

X=X +0=x +(x-x,)=(x +x) (x +x,)=1-(x +x,)=

=(x, +x)-(x, + 7, ):)?2 + (x-)?l):fz +02972
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T4  Legile de idempotenta
VxeM, x+x=x; x-x=x

Demonstratie:
P4 P5 P2

X+ xpzz(x +x)- lz(x +x) (x+X)=x+(x X)=x+0=x
A doua relatie se poate demonstra prin dualitate.

TS  Legile de absorbtie
Vx,ye M, x+(x-y)=x; x-(x+y)=x

Demonstratie:
P2 P4 T1 P2

x+(x-y)=(x-D)+(x-y)=x-(1+y)=x-1=x
Demonstratia este simplificata aici prin folosirea legilor lui 1 si 0 (T;). A doua
relatie se poate demonstra prin dualitate.

T6  Legea de involutie
Vxe M, Xx=x

Demonstratie:
P2 P5

§:§+O:f+(x-f):(§+x)-(§+f)P5 Z

:()7 + x)- 1 :()? + x)
P2 P5__ P4, - P5 P2,
Xx=x-1=x-(x+%)=(x-x)+(x-x)=(x-x)+0=(x - x)

Prin substitutie obtinem urmitorul rezultat: x+X-x =X . Pe de alti parte,
conform legilor de absorbtie (T5): x+X-x=x. Putem renunta la paranteze, daca
admitem precedenta operatiei SI asupra lui SAU. Concluzia este cd X = x.

T7  Legile de asociativitate
Vx,y,z€ M,(x+y)+z=x+(y+z); (x-y)-z=x-(y-z)

Demonstratie:
Notim (x+y)+z=U si x+ (y +2z)=V. Se demonstreazi urmitoarele

echivalente: U -V =U si U -V =V . Prin proprietatea de tranzitivitate a relatiei de

echivalenta rezultd U =V". A doua relatie se poate demonstra prin dualitate.
P4,T4,T5

(r+ 9)+2) (et (4 2)=((x+ )+ 2) 1)+ (4 9)+2)- (42) =

P4,T4,TS

c e ()2 O ) e () ) () e2)2)
=x+(+((x+y)+ Z)-z)P ’T:’T5x+(y+z). Decis-aaratatca U -V =V .

(4 )+2) (e G+ 2) =+ ) e+ 2+ (e (r42)) =

P4,T4,T5

P4
=((x+y) G+ (+ )+ z=((c- e+ G +2))+ (- e+ G+ z =
P4,T4,TS

=((x-x+(y+2))+y)+z = (x+y)+z.Decis-aaritatca U-V =U.
Calculele efectuate aici folosesc multe paranteze. Exista unele conventii care
deriva din reprezentarile algebrice uzuale si care au rolul de a simplifica scrierea
expresiilor boolene. Se obignuieste ca operatia SI sa aiba precedentd asupra operatiei
SAU, iar uneori sd fie chiar omisd in reprezentare. De exemplu, expresia xy+z

trebuie interpretatd ca fiind ((x- y)+z).



56 4 FUNCTII BINARE

T8  Legile lui De Morgan

Vx,yeM, x+y=x-y; x-y=;+;

Demonstratie:
(e+y) -7l xp)+ (3 p) =0

— —\17 - — P4, P5, P2 — P5, T1
(x+y)+(x-y)=(x+x-y)+y = x+y+y =1
Expresiile x+ y si X ; sunt expresii boolene, deci elemente din multimea M,

si se supun postulatului 5. Deci prima lege, care poartd numele lui Augustus De
Morgan (1806-1871), a fost demonstrata. Echivalenta duala este si ea adevarata.

4.2 Functii binare

O functie binari cu » intrari este o aplicatie a multimii {0,1}" in multimea formata din 2
elemente {0,1}. Domeniul de definitie al functiei este multimea configuratiilor binare de n biti:
0,1} ={xx,..x, Jx, € 0,1} x, € 00,1} ..., x, € {0,1}}. Cardinalul multimii {0,1}" este 2".

Numarul maxim de functii binare distincte care pot fi generate cu n variabile se poate

stabili usor: pentru fiecare dintre cele 2" configuratii binare posibile o functie are valorile 0 sau
1; daca pentru i configuratii functia are valoarea 1, atunci pentru celelalte are valoarea 0, iar

numadrul de functii distincte este C ; Cum numarul 7 variazd de la 0 pana la 2", numarul

maxim de functii binare N este:
2” » n
N=YC, =2
i=0

Se poate observa ca pentru n = 2 existd 16 functii binare distincte, care sunt
reprezentate prin tabelul de adevar 4.1.
Tabelul 4.1
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Functiile f; s1 fis sunt constante si sunt de fapt cele 2 functii care pot fi generate cu
n =0 variabile. Ele se mai numesc functie nulara, respectiv functie unara.

Functia f|, este functia identitate pentru variabila x, iar functia f; este negatia
variabilei x. Setul de functii fy, fis, fio $1f5 reprezintd numarul maxim de functii binare
generate cu variabila x. Setul de functii f, fis, fo$1fs reprezinta acelasi lucru pentru y.

Toate celelalte functii din tabel sunt functii de doua variabile, variabile notate aici cu
x si y. Ele se implementeaza cu ajutorul unor operatori logici sau porti logice. Exista
denumiri consacrate pentru cele mai importante functii binare, precum si reprezentari
grafice standard. Tabelul din figura 4.1 ilustreaza o parte dintre ele ((Mange, 1987]).
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S7

Denumirea functiei Denumirea circuitului Reprezentari grafice standard
si relatia booleana MIL-STD-806B CEI
conjunctia x— — & ,
SI (AND) fa — /i
f4 =X-y Y — y—
negarea ] — & ‘
conjunctiel SI-NU (NAND) fin T
fl =Xy Y Y
disjunctia x x— zl
) - SAU (OR) Dm — i
f14_ XTYy Y= y—
negarea x x— =1
disjunctiei SAU-NU (NOR) D N - b—h
fi=xty i Y
echivalenta COINCIDENTA x P x— =1 .
fr=x®y (COMPARATOR) y 7 y— 7
negarea N
echivalentei SAU EXCLUSIV ¥ jD—fg ! — J
fi=x®y (XOR) Y y—
negatia INVERSOR >f ] P
X— X —
fs=x; fo=Y (NOT) i ’
identitate NEINVERSOR >f 1 p
] X — —
fo=x3 fr=y (BUFFER) * 0 ’

Fig. 4.1 Porti logice care implementeaza functii binare

Nu toate functiile din tabelul 4.1 sunt reprezentate in figura de mai sus. Functia f3,
de exemplu, are valoarea logica 0 daca x = 1 si y = 0. Functia se numeste implicatie
directa, iar relatia booleand se scrie f,;, =x — y =X+ y. Circuitul logic nu are o denumire

consacratd pentru cd el nu poate fi implementat cu o singurd poartd logicd. Expresia
algebrica aratd ca sunt necesare cel putin doud porti: un inversor si o poartd SAU cu 2
intrari. Functia f}, este implicatia inversa, care se scrie f,, =y — x=x+y. Functia f; are
aceleasi valori cu coloana variabilei x, cu exceptia cazului x =y =1, motiv pentru care se

numeste interdictie, in sensul y interzice x. Ea este de fapt negatia implicatiei directe.
Functia f; este interdictia in sensul x interzice y si negatia implicatiei inverse. Si pentru
implementarea interdictiilor sunt necesare cel putin doua porti logice.

Existd mai multe reprezentari grafice standard pentru portile logice. Tabelul din
figura 4.1 le prezinta pe cele mai uzuale. Primul standard folosit este standardul militar
american MIL-STD-806B, care este incd preferat de majoritatea utilizatorilor, pentru ca
este simplu si sugestiv. Celalalt standard a fost stabilit de Comisia Electrotehnica
Internationala(Commission Electrotechnique Internationale-CEI) si are recunoastere
internationald la ora actuald. Un standard foarte apropiat de acesta din urma este standardul
american ANSI/IEEE STD 91-1984.
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4.3 Moduri de reprezentare

Functiile binare se reprezintd de obicei prin tabele de adevar, expresii boolene, forme
geometrice sau diagrame Veitch-Karnaugh.

Reprezentarea prin tabel de adevar, cum este de exemplu tabelul 4.1, este cea mai
simpla formd de reprezentare. Fiecare variabild binard a functiei are cate o coloand, iar
numdrul maxim de combinatii binare posibile stabileste numarul de linii din tabel. Valorile
functiei pentru fiecare din aceste combinatii binare sunt trecute intr-o coloana separatd. Daca
functia are Tnsd multe variabile, atunci dimensiunile tabelului pot deveni mult prea mari.

Expresia booleana a unei functii binare poate fi o forma canonica, o forma
elementara sau o forma neelementara. O formad canonica este o expresie care contine
termeni canonici, adica termeni care contin toate variabilele independente ale functiei, sub
forma directa sau negatd. Un termen canonic poate fi de tip produs logic, si se noteaza cu P,

sau de tip suma logica, si se noteaza cu §,, unde i variaza de la 0 la 2" —1, daca functia are n

variabile.
Forma canonica disjunctiva a unei functii binare este formata din disjunctia termenilor
2"-1
P si se scrie sub forma f,, = U(a[ -P), unde a, este 0 sau 1, in functie de absenta sau
i=0
prezenta termenului P din suma.
Inainte de a exemplifica reprezentarea prin aceastd formad canonicd, vom enunta o
teoremd, cunoscutd sub numele de teorema de expansiune booleana:
Daci f:{0,1}" — {0,1}este o functie binari, atunci pentru orice (x,x,...x,)e {0,1}' se
poate scrie: f (x,%,,....x,)=X% - £(0,x,,...x )+ x, - f(,x,,...,x,) .
Demonstratia este evidentd: dacd x, =0, atunci f (xl,xz, s X, )= f(O,xz,..., X, ), iar
dacd x, =1, atunci f (x,,x,,...,x,)=f{,x,,...x,).

Exemplul 4.1
Functia de 2 variabile descrisa prin tabelul de adevar de mai jos se poate scrie:

f(ux)=%-%,- f(0,0)+X - x,- fO)+x,-%, - f(1L0)+x, -x, - f(L.1)

X, x, | J(xy, %)) J(xy, x)) =X %, +x°X, +x°X, =
0 0 1

0 1 0

1 0] 1 =P +P+P=2,0273

1 1 1

Functia are numai doua variabile, deci este scrisd ca o suma logica de termeni canonici
de tip produs. Indicii termenilor P, sunt pozitiile din tabel pentru care valorile functiei sunt 1
logic, pozitii numerotate de la 0 la 2" -1, adica 3. Indicii se pot deduce si din expresia
algebrica a functiei, dacad ludm fiecare termen canonic si facem conversia in zecimal a
numadrului binar obtinut prin Inlocuirea variabilei negate cu 0 si a variabilei directe cu 1, tindnd
seama de rangul fiecdrei variabile. Aici x, este pe pozitia bitului cel mai semnificativ, iar x,

pe cea a bitului cel mai putin semnificativ.
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Forma canonica conjunctivd a unei functii binare este formatd din conjunctia
2"-1

termenilor S, si se scrie sub forma f,, = ﬂ(ai +Sl.), unde a, este 0 sau 1, in functie de
i=0

prezenta sau absenta termenului S, din produs.

Exemplul 4.2
Functia f(x,,x,) din exemplul 4.1 devine f (x,,x,)=x, +X, =S,. Se vede imediat ca

f(x,x,)=P =X, x,, deci f(x,x,)=X -x,=x,+X,, conform legilor lui De Morgan.
Rezultatul obtinut este de fapt un termen canonic de tip suma, numai cd de aceastd datd
variabila negatd se Tnlocuieste cu 1 si cea directd cu 0.

lata un alt exemplu: f (x,,x,,x,)=(x, +x, +%,) (x, +X, +x;)- (x, + X, + X, )=

=S,-5,-8,=1]0,2,3).

Forma elementara a unei functii binare contine termeni care nu sunt canonici.
Formele elementare pot fi disjunctive sau conjunctive. O functie poate fi reprezentatd in
forma neelementara daca existd doi sau mai multi termeni care contin aceeasi variabila.

Exemplul 4.3

Functia de 3 variabile f(x,,x,,x,) din exemplul anterior se poate reprezenta in doud
forme elementare disjunctive, f (x,,x,,x,)=X, X, +X X, +x, ‘X, =X, X, +x,, intr-o
formd elementara conjunctivd, f (xl,x2,x3)= (x1 +)_cz)- ()cl +)?3), sau intr-o forma
neelementara, f (x,x,,%,)=X, X, +x,-(x, +x,).

Toate aceste forme algebrice se mai numesc si forme normale pentru ca sunt
alcatuite din termeni normali, adica termeni in care nici una dintre variabile nu apare decat
o singura data. Un termen care nu este normal poate fi redus intotdeauna la un termen
normal, sau la o constanta, prin folosirea postulatelor si teoremelor algebrei boolene.

Un termen canonic de tip produs se mai numeste si mintermen pentru cd poate fi
definit ca termen produs care are valoarea logicd 1, pentru o singurd combinatie binard a
variabilelor functiei, sau altfel spus, pentru o singura linie a tabelului de adevar.

Un termen canonic de tip suma se mai numeste si maxtermen pentru ca poate fi
definit ca termen suma care are valoarea logica 0, pentru o singurd combinatie binara a
variabilelor functiei, sau pentru o singurd linie a tabelului de adevar. Pentru toate celelalte
2" —1 combinatii binare maxtermenul are valoarea logicd 1, deci ocupd cu aceastd valoare
numarul maxim de combinatii posibile pentru o functie diferitd de constanta 1.

O functie binard de n variabile poate fi reprezentatd geometric pe un cub n-
dimensional. Fiecare varf al cubului are anumite coordonate si corespunde unui termen
canonic de tip produs. Vom porni de la forma canonica disjunctiva a functiei si vom marca
cu mici sfere varfurile corespunzatoare termenilor canonici de tip produs. Functia poate fi
reprezentatd printr-un set de subcuburi de diferite dimensiuni care acopera in totalitate
varfurile marcate ale cubului. Pentru a vizualiza usor cubul in spatiul tridimensional vom
exemplifica reprezentarea geometrica folosind o functie de 3 variabile. Figura 4.2 ilustreaza
reprezentarea functiei f(x,,x,,x,) din exemplele anterioare.
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Fig. 4.2 Reprezentarea geometricd a functiei binare f (xl,xz,x3)

Exemplul 4.4

Functia de 3 variabile f(x,,x,,x,) din exemplele anterioare se scrie sub forma
canonica disjunctiva f (x1 ,162,363)=P0 + P, + P, + P, +P,. Varfurile cubului corespunzatoare
mintermenilor functiei se marcheaza. Termenului F, ()?,)?2)?3) ii corespunde originea de
coordonate x,x,x, =000, termenului P, (x, )?2)_63) it corespunde varful de coordonate
x,x,x, =100, si asa mai departe. Varfurile cubului sunt subcuburi 0-dimensionale si functia
este complet acoperita de toate cele 5 subcuburi de dimensiune 0: 000, 100, 101, 110si 111.

Oricare doud varfuri alaturate ale cubului sunt legate printr-o muchie. Aceste laturi
formeaza subcuburi 1-dimensionale si functia este complet acoperitd de toate cele 5
subcuburi de dimensiune 1: x00, 10x, 1x1, 1x0 si 11x. Simbolul x aratd ca valoarea
variabilei respective nu mai conteaza. Conectarea nodurilor 000 si 100 duce la formarea
subcubului 1-dimensional x00. Valorile nule ale variabilelor x, si x, sunt cele care
localizeaza muchia respectiva.

Varfurile de coordonate 100, 101, 110 si 111 apartin aceluiasi plan, care formeazd un
subcub 2-dimensional: 1xx. Cele doud subcuburi 1xx si x00 formeaza o acoperire completa
a functiei f(x,,x,,x,).

O functie binarad f implica o altd functie binara g, daca pentru orice combinatie de
variabile pentru care f = 1, atunci si g = 1. Deci g = 1 pentru toate combinatiile binare de
intrare pentru care si f = 1 si poate pentru inca alte cateva. Se mai spune ca g 1l include pe £,
sau ca g il acopera pe f.

Un implicant prim al unei functii binare este un termen produs care implica functia,
dar eliminarea oricarei variabile din expresia lui face ca ceea ce ramane sd nu mai implice
functia. In reprezentarea geometricd implicantul prim este un subcub care nu este inclus
intr-un subcub de dimensiune mai mare. Implicantii primi din exemplul de mai sus sunt
subcuburile 1xx si x00.

Un implicant prim esential este un implicant prim care contine cel putin un subcub
0-dimensional, care ii apartine numai lui. In exemplul considerat subcuburile 1xx si x00
sunt implicanti primi esentiali pentru c¢a subcubul 000 i apartine numai subcubului x00, iar
subcuburile 110, 101 si 111 apartin numai subcubului 1xx.
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Diagramele Veitch-Karnaugh ofera o reprezentare graficd foarte sugestiva a
functiei binare. O diagrama Veitch-Karnaugh pentru o functie binara de » variabile este un

tablou care contine 2" compartimente, cate unul pentru fiecare din cele 2" combinatii binare
posibile ale variabilelor functiei. In interiorul acestor compartimente se trec valorile functiei,
1 sau 0, pentru fiecare combinatie de variabile. Fiecare compartiment corespunde de fapt
unei linii din tabelul de adevar, sau unui mintermen, sau unui varf al cubului n-dimensional.

In figura 4.3 sunt reprezentate doua diagrame pentru o functie de 4 variabile. Ele
sunt aproape identice, difera numai modul de reprezentare a variabilelor care definesc liniile
si coloanele tablourilor. Diagrama din stinga este o diagrama Veitch, iar cea din dreapta o
diagrami Karnaugh. In cele ce urmeazi preferaim reprezentarea Veitch, care, odati ce
suntem obisnuiti cu ea, pare mai eficientd, dar vom pastra denumirea traditionald de
diagramd Veitch-Karnaugh.

Variabilele pot fi amplasate si altfel, nu neaparat asa cum am facut noi in figura 4.3.
Singura conditie este ca doua compartimente alaturate s fie definite de combinatii binare de
variabile care sa fie adiacente, adicd sa difere printr-un singur bit. Pentru ca tabloul are 4
linii s1 4 coloane, doua dintre cele 4 variabile vor defini liniile, iar celelalte doud coloanele.
Secventele care caracterizeaza liniile i coloanele sunt 00, 01, 11 s1 10, adica numararea in
cod Gray. Observam ci la trecerea de la o configuratie la alta se modifica un singur bit. in
acest fel, doud compartimente vecine sunt adiacente, inclusiv coloana din stanga cu cea din
dreapta si randul de sus cu cel de jos.

Pentru un numar mai mare de variabile nu se mai pot vizualiza in plan
compartimentele adiacente. O solutie este reprezentarea In 3 dimensiuni a diagramelor.
Astfel, pentru functii de 5 variabile vom avea doud diagrame ca cele de mai sus, dispuse in
doua plane adiacente, in total 32 de compartimente. Pentru functii de 6 variabile se pot
imagina patru plane similare, definite de secventele in cod Gray ale celor doua variabile noi,
dar pentru un numar i mai mare de variabile nu se mai poate face reprezentarea functiei.

Figura 4.4 exemplifica reprezentarea functiei de 3 variabile din exemplele anterioare.

_ X1X2

X X1 X3X4N\_00 | 01 ] 11]10
[ Po | Py|Pp|Pg|xy 00| Po | Py | Py| Py
& Py | Ps | P3| Py . 01| Py | Ps [ P3| Py
. Py | Py | Pis| Py ) 11| P3 | Py [ Pis| Py
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Fig. 4.3 Diagrama Veitch si diagrama Karnaugh pentru o functie de 4 variabile

X X X X
X3| Py | Py | Pg | P, Gliflol 1]t
X3Py | P3| Py| Ps x3lo o] 1]1

Fig. 4.4 Diagrama Veitch pentru functia f (x,,x,,x,)=x, +X, - X,
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4.4 Metode de minimizare

Este normal ca implementarea cu porti logice a unei functii binare s se faca pornind de
la o exprexie booleand cat mai simpla, care se numeste forma minima a functiei. Existd mai
multe metode de minimizare care pot fi utilizate de proiectant: minimizarea algebrica,
minimizarea cu diagrame Veitch-Karnaugh, metoda Quine-McCluskey, metoda
consensurilor sau metoda ESPRESSO.

Minimizarea algebrica presupune aplicarea directd a postulatelor si1 teoremelor
algebrei boolene. Eficienta metodei depinde de abilitatea si experienta celui care o utilizeaza.
Nu este recomandata pentru ca, in lipsa unei formalizari suficiente, nimic nu garanteazd gasirea
formei minime a functiei.

Minimizarea cu diagrame Veitch-Karnaugh oferd o convergentd mai sigura catre o
solutie minimala. Este optima pentru minimizarea manuald a functiilor cu numar redus de
variabile pentru ca permite vizualizarea grafica a implicantilor primi si gasirea imediata a unei
acoperiri convenabile.

Algoritmul de extragere a formei minime presupune parcurgerea urmatoarelor etape:

1. stabilirea numarului minim de suprafete dreptunghiulare de arie maxima formate
dintr-un numar de compartimente egal cu o putere a lui 2, care contin 1 logic

2. scrierea produselor logice asociate fiecarei suprafete evidentiate la punctul 1

3. sumarea logica a produselor.

Inainte de a exemplifica aceasti metoda vom redefini o serie de notiuni, in concordanti
cu reprezentarea lor pe diagrama Veitch-Karnaugh. O grupare de compartimente care nu poate
fi inclusd intr-o grupare mai mare formeazda un implicant prim. Un implicant prim care
contine cel putin un compartiment care nu intrd in componenta altui implicant prim este un
implicant prim esential. Multimea implicantilor primi esentiali formeaza nucleul functiei.
Forma minima a functiei contine nucleul si eventual o parte din implicantii primi
neesentiali, adicd implicantii primi care nu sunt esentiali, astfel incét toate compartimentele
care contin valoarea logica 1 sa fie acoperite.

Exemplul 4.5

Functia reprezentatd pe diagrama Veitch-Karnaugh din figura 4.5 are doua forme
minime perfect echivalente: f(xl,xz,x3,x4)=)?, Xy E X X, X, X X, Xt X X, X, =
=X, X, FX X, X, HX X, Xt X, X, X,

X X1 _ N
— nucleul: x;x, , XX, X,
L) o [(L[[@]x,
X3
| @] o o .
X, implicantii primi neesentiali:
1| 1)J0]O _ — - —
X3 —[— Xy X3 Xy, XXXz, X X3Xy
O O O[]|1(fx4 —— = — —
— — XXy X3, XpX3Xy
) X, 4

Fig. 4.5 Lista implicantilor primi pentru functia data
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Pentru a evalua comparativ diverse forme minime s-a introdus un criteriu global de
minimizare, care are in vedere atit numarul de porti logice cat si numarul total de intrdri
folosite, fara a mai lua in calcul si inversoarele. Cele doud reprezentari de mai sus folosesc 5
porti (4 porti SI si o poartd SAU) cu un numar total de 15 intrari.

Prin complementarea diagramei de mai sus, sau altfel spus, prin gruparea
compartimentelor care contin valoarea logica 0, obtinem complementul functiei f, adica:

(e, x,,x0,%,)=X, X, "X, +X, - X, - X, + X, - X, - X, + X, - X, - X,. Expresia functiei f devine:
f()cl,)cz,)c3,)c4):()c1 +X, +x4)'()c1 + X, +x4)- ()_cl +x, +)_c4)- ()_cl + X, +)_c3) prin folosirea de
doud ori a legilor lui De Morgan. Costul este acum de 5 porti si 16 intrari, deci nici un
avantaj fata de reprezentarea anterioara.

Sa consideram acum un alt exemplu din care vom vedea ca gruparea
compartimentelor care contin valoarea logica 0 ar putea fi uneori avantajoasa:

Exemplul 4.6

Sa consideram functia reprezentatd pe diagrama din figura 4.6. Forma minima
obtinutd prin gruparea compartimentelor care contin 1 logic este datd in figura. Costul
acestei reprezentari este de 4 porti si 11 intrari.

Daci evaluim complementul functiei £ f (x,,x,,%,,%,)=X, +X, X, - X, + X, * X, - X, ,
deci f(xl,xz,x3,x4):)_c4 -(x1 + X, +)_c3)-()_c1 +X, +x3), obtinem un cost de 3 porti si 9
intrdri, un avantaj substantial fata de solutia anterioara.

In figura 4.7 sunt prezentate doud implementiri diferite ale functiei f (x,,x,,x,,x, ).
Prima solutie foloseste ecuatia formei minime de mai sus, iar cealaltd foloseste expresia

f(x,x,,x,,x,)=x,+x, +X,+X, +X, +X, +x,, care se obtine din precedenta, prin
aplicarea legilor lui De Morgan. Folosirea portilor de acelasi fel este un avanta;.

X1 X1

N /

AN X

_ 1) 0 [{(UAx,4

X

Tolololo o _

X, S (XX, X5,X,) = X, X, + X, X3 X4+ X X3 X,

0[0]0[O

X3 p—l

o llnng
X, X, X,

Fig. 4.6 Minimizarea functiei reprezentate pe diagrama

RN
—

X4 Xy

Fig. 4.7 Doud soluii de implementare a funcfiei f(x,,x, ,X,,X,)
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X1 ! X1 X1
_lo|x|ft]o]|x o x)| 1 {[o[x
X3 b x3

0| o|1]x ol of 1|X
Xyq Xyq
o x|l]x of x|| 1]|x
X3 _— X3 _—
X|0]|0]|0]|x (XJ[ oJ] o [Lo][x,
X, X, ' X, X, '

Fig. 4.8 Minimizarea functiilor incomplet specificate

Functiile incomplet specificate sunt functii binare ale caror valori logice sunt
indiferente pentru o parte din combinatiile variabilelor de intrare. Astfel de situatii apar
atunci cand suntem siguri cd anumite configuratii binare nu se aplicd niciodatd pe intrari,
sau daca se aplica, atunci valoarea respectivd a iesirii nu este cititd. Valoarea logica a
functiei pentru aceste configuratii binare nu conteaza, fiind notatd cu simbolul X, numit
"don't care".

"Libertatea dobandita prin existenta unor iesiri de tip don't care va trebui fructificata
pentru a optimiza structura circuitului. La nivelul nostru de abordare, a optimiza inseamna a
minimiza" ([Stefan, 2000]).

Exemplul 4.7

Sa considerdm functia reprezentata pe diagrama din figura 4.8. Orice simbol X din
interiorul oricarui compartiment poate fi inlocuit fie cu valoarea logica 1, fie cu valoarea
logica 0, dupa cum ne convine, astfel ca expresia algebrica a functiei sa fie cat mai simpla.
Daca grupam compartimentele care contin 1 logic, atunci ne convine sa facem gruparile ca
in figura din stanga, adica compartimentele coloanei din dreapta sd contind 1, iar toate
celelalte sa contind 0 logic. Expresia functiei devine: f (x,,x,,x,,x,)=X, -x, +X, X, ' X;.
Daca evaluam complementul ne convine ca toate compartimentele sd contind valoarea

logica 0 si se obtine: f(xl,xz,x3,x4)=3_cl+)_c2+x3-)?4,sau £ (e, %,x,) =%, X, X, - X, -

Diagramele condensate, numite si diagrame cu functii incluse, au fost concepute
pentru minimizarea unor functii cu numar mai mare de variabile. Compartimentele lor nu
vor contine numai valorile logice 0, 1 sau X, ci si expresii boolene. O functie de » variabile
poate fi reprezentata pe o diagrama de n-m variabile, avand si mintermeni de m variabile.

Exemplul 4.8

Si considerim functia f (x,,x,,x,)=x, X, +X,-X, +X, X, -X,, reprezentati pe
diagrama din figura 4.9. Variabila x, se introduce in diagrama, observand cd pentru
x,x, = 00, functia capata valoarea logicd complementara variabilei x,, deci f =X, etc.

— X, X

X3 1 0 1 0
—_— X3 0 1| X3

xsloflof| 1|1
— — X X) X)

Fig. 4.9 Condensarea diagramei Veitch - Karnaugh
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_ M]o|x|o]| ¥
X1 xl/

Glo| 1 |x|=—=|o]|o0o|&[D] -x +

X ox x_\
2o ol o|(Mlo] -1

Fig. 4.10 Descompunerea diagramei condensate

Mai dificild este descompunerea unei diagrame condensate. Desenul din figura 4.10
ilustreazd modul in care se face descompunerea diagramei din exemplul precedent.
Algoritmul folosit pentru aceasta operatie presupune parcurgerea urmatoarelor etape:

1. intr-un compartiment care contine o variabild sau o expresie booleana se trece 1,
in celelalte compartimente similare se trece 0, compartimentele care contin 0 isi
pastreaza valoarea, iar cele care contin 1 capata valoarea X (don't care).
Compartimentele care contin simbolul X nu se modifica. Se minimizeaza functia
reprezentatd in diagrama si variabila sau expresia booleand se aplicd prin
operatorul logic SI formei minime a functiei.

2. se repetd punctul 1 pentru toate compartimentele care contin variabile sau expresii
boolene.

3. in toate compartimentele care contin variabile sau expresii boolene se trece 0, iar
compartimentele care contineau 0 sau 1 isi pastreazd valorile. Compartimentele
care contin simbolul X nu se modifica.

4. se aplica operatorul SAU expresiilor intermediare obtinute la punctele 1, 2 si 3.

Exemplul 4.9

Desenul din figura 4.11 aratd cum se face descompunerea diagramei condensate,
pentru functia de 7 variabile, reprezentata prin diagrama condensata de 4 variabile:

(x| x]1[X)
0 ~~
.x5
X|0]O0
X[0]0]0
X X1
1| X | x| X |x, X | X)) 0] X
- 5| X% x[X
1x6x'70 O L&_IJO O . = =
Xy © XgoX7 > [ =x3-X4X5+
110 0 X[ 0]10]O0
by — X1+ Xn+Xee +
3X olololx xlololo X1+ X3:Xg+Xq
1| X]0]|X
I/ 0]10[O |
1010710 -
XJ 0] 0]0

Fig. 4.11 Descompunerea unei diagrame condensate
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Metoda Quine-McCluskey permite minimizarea unei functii cu numar mai mare de
variabile si are avantajul unei formalizari maxime, care permite o implementare usoara a
algoritmului de minimizare Intr-un program de calculator.

Vom introduce pentru inceput notiunea de pondere a unui numar binar. Ponderea
numarului binar x este un numar zecimal notat cu w(x), care este egal cu numarul de biti de
valoare 1 din reprezentarea binard a numarului x.

Exemplul 4.10
Ponderea numarului binar x = 1011 este w(x) = 3.

Se porneste de la forma canonica disjunctiva a functiei binare, iar algoritmul folosit
pentru gasirea formei minime presupune parcurgerea urmatoarelor etape:

1. se face conversia din zecimal in binar a indicilor mintermenilor functiei binare

2. se Tmpart numerele binare care reprezintd indicii mintermenilor in grupuri, dupa
ponderea fiecarui indice, In sens crescator al ponderilor; grupurile se separa intre
ele prin linii orizontale si rezulta tabelul 1

3. se compara fiecare numar binar din grupul de pondere i cu fiecare numar binar din
grupul de pondere i + 1, pentru toate grupurile. Doud numere binare formeaza o
noud grupare daca difera printr-un singur bit de acelasi rang. Gruparea noud se
trece 1n tabelul 2

4. de fiecare data cand ponderea i de la punctul 3 creste cu o unitate, se trage o linie
orizontald in tabelul 2. Dupa completarea tabelului 2, se repetd comparatiile de la
punctul 3, pentru elementele din tabel si rezulta tabelul 3, si asa mai departe

5. cand se ajunge la un tabel care contine un singur numar binar, atunci termenul
corespunzator este un implicant prim al functiei. Ceilalti implicanti primi se
gdsesc cautand in toate tabelele construite termenii care nu au fost folositi in
comparatii.

Exemplul 4.11

S minimizim functia [ (x,,x,,X, )= XXX, +X,X,X, +X,X,X; + XXX, +X,X,X; + XXX, =
=P + P, + P, +P,+F +F, prin metoda Quine-McCluskey.

Prima coloanad a tabelului 1 contine indicii zecimali ai mintermenilor functiei, grupati

in ordinea crescatoare a ponderilor acestora, coloana din mijloc contine reprezentarile binare
ale indicilor, iar cea din dreapta expresiile algebrice ale mintermenilor.

[ (1)2 PI

0 Vvvv 000 X; X X3

7 V010V X1 X, X;

1 v00l1v X)X, X3

4 100 Y X)X, Xs

3 vOl11vv X)X X3

7 111V X1 Xy X3 Tabelul 1

Pentru constructia tabelului 2, observam ca termenul de indice 0 poate fi grupat cu
termenul de indice 2, rezultdnd reprezentarea: 0-0, o scriere echivalenta a relatiei:
X, X,X; + X, X,X; =X, X, . Pentru a retine termenii care au fost comparati, termenul de indice 0
se marcheaza in partea stanga, iar cel de indice 2 1n dreapta.
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Gruparile rezultate prin comparatii se trec in tabelul 2. Dupa completarea tabelului 2
se repetd comparatiile si rezultd tabelul 3, un tabel cu o singura linie, deci ne oprim. Forma
minima a functiei este disjunctia termenilor produs din toate tabelele construite, care nu au
fost folositi in comparatii: f(x,,X,, %, )= X, +X,X, +X,X;.

(0-2) V0-0 X, X
(0-1)  v00- X)X, (0-2-1-3)  0-- X,
(0-4) -00 %%

23)  01-V X x
(1-3) 017 X x

(3-7) -11 X;X3  Tabelul 2 ~ Tabelul 3

Toti implicantii primi din expresia minima a functiei f sunt esentiali si functia are o
forma minima disjunctiva unica. Este posibil insa ca o functie sa aiba mai multe reprezentari
minime.

Exemplul 4.12
Si minimizim functia f (x,x,,x,,x,)=P.+P,+P, +P,+P,+P,+P,+P,+P,+P,

Putem simplifica tabelele construite dacd renuntdm la coloana care contine expresiile
algebrice ale mintermenilor.

0-8) v 60(0)(0)
(0-4)  J0-

0 /£ 0000 ®8-12) 1007

8 Vv 1000 v (8-9) 100-

4 vV 0100 ¥ (4-12) 100

12 1100 vV (4-6) 01-0

9 V1001V (9-11) 10-1

6 /01107 (6-7) 011-

3 /Y0110 (B-11)  v-011

11 V1011 vv (3-7) v 0-11

7 VOIllvY (11-15) 1-11V

15 H1TYY Tabelul 1 (7-15) -1V Tabelul 2
(0-8-12) --00 f se poate scrie ca disjunctia implicantilor primi:
(’goiél‘-llg = =X, X3 X4 X X X34 X Xy Xy 4 X X X4+ X X5 X5
(3-7-15) Tabelul 3 dar nu este in formd minima

In tabelul 3 nu se mai pot face comparatii, deci ne oprim cu constructia tabelelor.
Cautdm 1n toate tabelele construite termenii care nu sunt marcati §i care sunt implicanti
primi ai functiei. Disjunctia lor nu este forma minima a functiei, pentru ca o parte din ei sunt
neesentiali. Trebuie sa gasim disjunctia numarului minim de implicanti primi care sa ofere o
acoperire completa a functiei, disjunctie numita si suma neredundanta.

In acest scop se construieste un tabel al implicantilor primi, reprezentat in figura
4.12. Implicantii primi definesc liniile tabelului, iar mintermenii functiei definesc coloanele.
Daca un mintermen este inclus intr-un implicant prim, atunci compartimentul de la
intersectia coloanei si liniei respective se marcheaza. Pentru a determina nucleul functiei, se
parcurg coloanele tabelului de la stinga la dreapta. Daca exista un singur marcaj pe coloana,
atunci implicantul caruia i corespunde marcajul este esential.
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Mintermeni Pis | Pp P Py Pg P; Pg Py P; Py
Implicanti primiNJx,X,x;X,| X, X35, | XXX, | X 15X, X500,| X 106 X530, X 106,30, | X1, X5, X 00, X0, [X, XX, XX X, X, %,

oy | | [ V| | NS A

X3 X4 ‘/ SRR AN R ‘/‘/

X1X) X3 | 1 3 V| D
X1Xy X4 | v QO |
XXy X3 1 1 : @ v ‘ ‘

Fig. 4.12 Tabelul implicantilor primi

Se poate observa aici ca implicantii primi esentiali sunt X;X, si X,X, (primele doud
coloane, de exemplu). Fiecare linie din tabel care corespunde unui implicant prim esential se
"taie" cu o linie (liniile punctate orizontale), si fiecare coloana care contine un marcaj ce se
afla pe liniile "taiate", se "taie" la randul ei cu o linie verticald. Marcajele ramase "netdiate"
(incercuite aici) corespund implicantilor care formeazd multimea sumelor neredundante. O
suma neredundantd trebuie sd contind un singur implicant pentru fiecare coloana ramasa
"netdiata". Rezultd ca functia din exemplul considerat are 4 forme minime echivalente:

f=xx, + XX, +X,X,X, + X, X,X, =X, X, + X, X, + X,X,X, + X, X,X, =

=X, X, + X, X, +X,X,%, +X,X,X, =X, X, + X, X, + X,X,X, +X,X,X,.

Metoda consensurilor are unele avantaje fatd de metoda Quine-McCluskey deoarece
permite reprezentarea functiei intr-o forma elementara disjunctiva, nu neaparat canonica, si
asigurd reducerea dimensiunilor listelor de termeni prelucrati ([Pop, 1986]).

Consensul a doi termeni produs, care contin aceeasi variabild, variabild care este
complementatd intr-unul dintre ei $i necomplementatd in celdlalt, se obtine prin inlaturarea
variabilei respective si efectuarea produsului logic al celorlalte variabile ramase in cei doi
termeni produs.

Exemplul 4.13
Consensul termenilor X X,X; si X,X,X; este X;X,X,Xs5, iar consensul termenilor

X\ X,X; i X,X,X, este X,X;X,.

Algoritmul folosit pentru gasirea formei minime prin metoda consensurilor
presupune parcurgerea urmatoarelor etape:

1. se stabilesc perechile de termeni pentru care existd consens si se adauga
consensurile termenilor la forma elementara disjunctiva a functiei

2. se elimind termenii care sunt acoperiti de alti termeni care se gasesc In expresia
disjunctiva a functiei

3. se repetd punctele 1 si 2 pana cand nu se mai pot forma consensuri, sau toate
consensurile care se pot forma sunt acoperite de termeni deja existenti.
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Exemplul 4.14
Functia de 4 variabile datd prin urmatoarea forma disjunctiva se poate transforma in

felul urmator: f(xl,x2 ,x3,x4) = X)X XX, + X XXX, + X, X,X5X, + X, X,X,X, + XX, XX, =

= XXX, XX XX, F XX XX, F X XX, X XXX, X XXX, + XX, XX, . Aplicand de
doud ori legile de absorbtie obtinem: f (xl, Xy Xy, X, ) = XXX, +X,X,X, +X,X,X,X,. Se mai

poate genera un consens si expresia functiei devine f =X,X; +X,X;X, +X,X,X, +X,X,X,X,

sau dupid absorbtie: f =X,X; +X,X,X,X, =X, X;X, +X,X; +X,X,X,X, = X,X,X, +X,X,.
Aceasta este forma minima a functiei date.

Metoda ESPRESSO este folositd mai ales in cazul functiilor cu numar foarte mare de
variabile. Ea foloseste o strategie euristicd bazatd pe aproximatie, care evitd constructia
listelor de termeni s1 minimizeaza timpul de calcul ([Hill, 1993]).

"Daca timpul in care este gasitd o solutie optimd nu conteazad, atunci existd
intotdeauna o cale de a o obtine. Dar, aproape intotdeauna, timpul conteaza. Degeaba stim
sa facem un lucru daca nu ajungem la solutie in timp util. Acesta este motivul pentru care
uneori ne multumim si cu solutii numai partial optimizate" ([Stefan, 2000]).

Metoda ESPRESSO se aplica repetitiv si genereaza de fiecare data expresii boolene
disjunctive mai simple decat precedentele lor. Fara a garanta forma minima absoluta,
metoda oferd rezultate comparabile cu cele obtinute prin metoda Quine-McCluskey.
Algoritmul folosit pentru minimizarea functiei /' presupune parcurgerea urmatoarelor etape:

1. se aplicd procedura EXPAND functiilor F si F , rezultatul fiind expresia redusa a
functiei F , notati cu F .

2. se aplicd procedura IRREDUNDANT expresiilor £ " si &, rezultand o noud
expresie redusd notata tot cu F .

3. Se aplici procedura ESSENTIAL PRIMES expresiei I ) , lar rezultatul este
expresia E.

4. Rezultatul procedurii anterioare se noteazi cu D si se elimind din expresia I ) , lar
rezultatul este notat tot cu F .

5. Se aplica procedura REDUCE expresiei notate cu £ " si expresiei D, iar rezultatul
este notat cu F .

6. Se aplica procedura EXPAND functiilor / ) si F | iar rezultatul se noteaza cu F' "

7. Se aplicd procedura IRREDUNDANT expresiilor F ) si D, rezultand o noua
expresie redusd notatd cu £ .

*

8. Dacid expresia redusd I este mai simpla decat cea folositd la pasul 5, atunci se
reia de la pasul 5; in caz contrar, se introduce o "perturbatie" pentru a scoate
procesul dintr-un eventual minim local. Daca se reuseste acest lucru, atunci se reia

. - .. *
de la pasul 5; in caz contrar, forma minima a functiei este F'=F +E.
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Exemplul 4.15

Consideram functia de 4 variabile F =X X,X;X, +X,X,X; + X,X,X, + X, X;X, .
Procedura EXPAND inlocuieste fiecare termen din expresia functiei F cu un set alcdtuit din
toti termenii distincti care formeazd o acoperire de rang imediat superior §i care nu

intersecteaza pe F . Desenul din figura 4.13 exemplificd actiunea procedurii asupra
primului termen din expresia functiei. Sunt date si reprezentarile echivalente in diagrame
Veitch-Karnaugh, pentru a avea o imagine grafica a termenilor expandati.

Complementul  F =(x, +x, +x,+x,)-(x, + 5, +x,)- (¥, + %, +%,)- (%, + %, +%,) =
= (o, +x, + 5x,)- (X, + %, + X, ) = XX, + X5, + XX, + X,X, + X,5,X, + 55X,

Primul termen care formeaza o acoperire de rang imediat superior lui X,X,X;X, este
X,X;X, . Pentru a vedea dacd acest termen il intersecteazi sau nu pe F facem un calcul
algebric usor: ©X,%, N F = (55X, )- (X%, + X5, + XX, + XX, + 55X, + 5EX, )=
= X,X,%;%, + X, ,X,X, + 0+ 0+ 0+ 0= 0. Deci acest termen il intersecteazi pe F si prin
urmare este marcat pe desenul din figura 4.13 cu un asterisc. Procedam la fel si cu ceilalti

. . . . - . . -~ *
termeni si obtinem expresia redusa a functiei F , notatd cu F' :

*

F =XXX, + X, X,X; + X,X,X, + X, X;%,.

Procedura IRREDUNDANT incearca sa gaseasca o suma logica neredundanta, adica

sd elimine termenii redundanti din expresia disjunctiva a functiei " . Este formata din trei
subproceduri care se aplicd consecutiv: REDUNDANT, PARTIALLY REDUNDANT si
MINIMAL COVER.

Subprocedura REDUNDANT separa toti implicantii primi care ar putea fi redundanti
de cei care sunt relativ esentiali. Un implicant prim este relativ esential fata de o anumita
expresie, daca si numai daca pentru acele valori ale variabilelor pentru care el are valoarea
logica 1, expresia care nu contine implicantul respectiv este diferita de 1.

X1

foflo]|x,

___* _—— — _— —

- *
XpX3X, X X3Xy X XpX3 XXX, X3

*/
=
w
—
< =]
o | o ._;‘._;"—
—_ | —
Hllo|—~|o|e
=
~

—
— @7 Q_O,, 0, x4
X3
— Jlofa1]o
——% = —x ——x T 4
_ 0]o]o]o|x
- intersecteaza F 5 x Ix

Fig. 4.13 Exemplificarea procedurii EXPAND
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4.4 Metode de minimizare

- = = . . . * 1, w .
De exemplu, termenul X, X;X, este relativ esential pentru functia /' stabilitd mai sus,
deoarece pentru X, =0, x; =0 si x, =0 termenul X,X,X, =1, iar expresia functiei din
care se elimind termenul X;X;X, devine: 1-x, -1 =x,, evident diferita de 1.

. . . .o . . . * . . . . .
Se observa ca toti implicantii din expresia lui ' sunt relativ esentiali, deci expresia
. * . ~ * — o o = —_— —_—
lui F' nuse modifica: F' = XXX, + X,X,X; + X, X,X, + X,X;X,.
Celelate doua subproceduri vor fi discutate la sfarsitul acestui exemplu, dar, in acest

o« . . - . . *
caz, nici ele nu modifica expresia lui I .

Procedura ESSENTIAL PRIMES stabileste care sunt implicantii primi esentiali. In
lipsa listei de mintermeni, un implicant prim este esential dacd nu este acoperit in totalitate
de orice alt set de implicanti primi ai functiei F, indiferent daca acestia sunt sau nu inclusi

* . o . . - DRy . . . . ~ e .
in /7 . Acoperirea unui implicant de catre alti implicanti primi poate fi gasitd din consensul

lui cu fiecare din termenii din F .

Pentru ca nu intotdeauna se pot face consensuri, vom avea in vedere un consens
generalizat. Consensul generalizat a doi termeni produs reprezintd o arie acoperitd de
fiecare dintre cei doi termeni. De exemplu, consensul lui X;X,X, cu X,X,X, este X;X,X3X,,
adica mintermenul acoperit de fiecare dintre cei doi termeni.

Tabelul din figura 4.14 aratd cum se face identificarea implicantilor primi esentiali

folosind consensurile generalizate. Daca suma consensurilor pe coloane acopera termenul de
pe linia respectiva, atunci acesta nu este esential. Compartimentele marcate indica faptul ca

respectivele consensuri generalizate sunt identice cu termenii respectivi ai expresiei F " si
ele nu se iau in calculul sumelor consensurilor pe coloane. Pentru o mai buna intelegere, se
recomandd o vizualizare a implicantilor primi folosind echivalentul grafic al diagramei
Veitch-Karnaugh.

Suma implicantilor primi esentiali este: £ = X,X,;X, + X,X;X, , iar noua expresie a lui

« . * * _ _
F devine: F = F —E =Xx,X; +XxX,X, .

X(X3Xy | X1 XoX3 | X[ X5X, | X;X3X,

X X3X,4 X1 XyX5X, 0 0
71X2Y3 le2f3f4 v x2f3x4 0

X X,X, 0 Xy X3X, v XXy XX,
X X3Xy 0 0 XXy X3X4|

2 O |30, X | X5 () [, X (5 )| X X0
C'N(Z)=C Nu Da Da Nu
Esential Da Nu Nu Da

Fig. 4.14 Identificarea implicantilor esentiali prin consensuri
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. . - o . . . *
Procedura REDUCE 1incearcd si micsoreze acoperirea fiecirui implicant din /',
. . * l .
fara a modifica functia F . Pentru fiecare consens notat cu ¢, expresia
* 7. * ] - * . PR . . A .
F'(i)= (F —Cl)+D acoperda F' prin alti implicanti. Procedura inlocuieste consensul
» i (s . . oo : -
ccu ¢ NF (l), o portiune din ¢’ care este acoperitd numai de ¢'. Pentru consensul
X,X,X,, vom scrie: F (f1x2f3) = (f1x2f3 + X, X,x, — f1x2f3)+ XXX, + X, X%, =
= XX, X, + XXX, +xx,x,. F (f1x2)73) =X, X, + X, x; + X;x, + X, X, + X,X;x, + X,X,X;.
(f1x2373) NF (f1x2f3) =0+0+Xxx,%x, +0+0+0=Xx,X;x,. Se repetd calculele si

. . - PR *
pentru celdlalt consens X,X,X, si obtinem noua forma a expresiei F' :

* _ = — —
F=Xxx,xx, +xx,Xx,

Procedura EXPAND foloseste tot complementul lui F' stabilit la inceput si se obtine:
F™ = x,X,x, + X,0,%, + X,X,X, .

Primele doua subproceduri ale procedurii IRREDUNDANT folosesc functia "don't

care" D ca parametru. De data aceasta, la expresia lui F " din subprocedura REDUNDANT
se adaugd si expresia lui D. Observam ca nici unul din implicantii primi nu este relativ

* — — —_—
esential, deci: F' = x,X;x, + X,X,X; + X, X,X, .

Subprocedura PARTIALLY REDUNDANT stabileste care sunt implicantii acoperiti
de expresia D + RE pentru a fi declarati total redundanti si eliminati. RE este suma

. . . . . . . .o . * . . . . . . . .
implicantilor relativ esentiali. Implicantii din F care nu sunt nici relativ esentiali si nici
total redundanti se numesc partial redundanti si formeaza expresia R,:

R, = X,X;%, + X,X,X; + XX, X,

Subprocedura MINIMAL_COVER cautd un set minim de implicanti din R, care
acopera expresia neacoperitd de RE si setul D. Pentru fiecare implicant ¢ din R, va exista
o sumid de implicanti G,., astfel incat expresia (R,—G,)+D+RE va acoperi
implicantul ¢ dacd si numai daci un implicant este eliminat din G,.. Rezulti ci

* — . o e - o .
F =x,x;x,, si forma minima a functiei este:

F =x,X,x, + XXX, + x,x;x,

Verificati cu ajutorul altor metode de minimizare mai simple cd aceasta este
intr-adevar forma minima a functiei de la care am pornit.
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Probleme

4.1  Sase demonstreze prin cel putin doud metode urmatoarea echivalentd booleana:
x~y+y-z+;~Z:x~y+;~Z
4.2  Folosind axiomele si teoremele algebrei boolene, sa se verifice urmatoarele echivalente:
(r+y)-(c+7)=x y+xy
X+x-y=x+y

(x+y)-(y+z)-(x+z)=x-y+y~z+x-z
(et o) b ) e )=
X

X- y+x z+y-z=

;+ X-z+)y-z
X y+y-z+x-y=y-z
(r+y) (x+z)=xz+xy
4.3  Se da functia de 3 variabile descrisa prin tabelul de adevar din figura de mai jos. Sa se

minimizeze algebric si apoi folosind diagrama Veitch-Karnaugh si sa se implementeze
intr-o varianta cu timp de propagare minim.

A B C|f A B C|f
0 0 ofo 1 0 of1
0 0 1|0 1 0 1|1
0 1 0|1 1 1 of1
0 1 1]0 1 1 1]0

4.4  Sa se implementeze functia SAU-EXCLUSIV folosind numai porti SI-NU cu 2 intrari.
Sa se repete implementarea, folosind numai porti SI-SAU-NU. Comparati cele doua
solutii din punct de vedere al numarului de circuite integrate si al timpului de propagare.

4.5 O companie doreste sa angajeze personal in diferite compartimente. Pentru a fi admisi,
candidatii trebuie sa indeplineasca cel putin una din urmatoarele conditii:
a) sa fie barbat, necasatorit, cu studii superioare;
b) sa fie necasatorit(d), cu studii si sa aiba varsta sub 30 ani;
c) sa fie femeie, necasatorita si fara studii superioare;
d) sa fie barbat, cu varsta sub 30 ani;
e) sa fie necasatorit(d), cu varsta peste 30 ani.
Sa se proiecteze un circuit pentru selectia automata a candidatilor.

4.6  Sa se minimizeze urmatoarea functie binara folosind metoda Quine-McCluskey si sa se
verifice prin metoda diagramelor Veitch-Karnaugh:

J=R+P+P+PA+P+ER+FR +F +F+F;
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4 FUNCTII BINARE

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

Folosind numai teorema consensurilor, inclusiv formularea duald, sa se minimizeze
urmatoarele expresii:

A-B-C+A-B-D+B-C-D+A-C-D+A-C-D

(4+B)-(4+C)-(4+D)-(B+C)-(B+D)-(C+D)
([Wilkinson, 2002])

Se da functia: f =P +P, + P, + P, +PF,, cu termenii redundanti P, P,, P,, P, si
P, . Se cere:

a) minimizare cu ajutorul diagramei Veitch-Karnaugh;

b) sd se implementeze cu numar minim de porti SI-NU cu doua intrari;

c) sd se implementeze cu numar minim de porti SAU-NU cu doud intrari.
([Muresan, 1996])

Aratati cd o poartd AND cu 7 intrdri poate fi inlocuitd cu n-1 porti AND cu cate
2 intrari. Se poate afirma acelasi lucru si despre portile NAND?
([Wakerly, 1990])

Sa se inlocuiasca circuitul din figura cu un circuit echivalent mai simplu:
A
) D
> ) >
]
E —l>o

a) Daca f,=A4+B, f, este o poarta SI, iar Z=4 pentru circuitul din

([Wilkinson, 2002])

figura de mai jos, atunci este f, unic determinata?
b) Dacd Z =4 atunci puteti gasi o functie f, care depinde de ambele
intrdri §i permite ca f, sa fie unic determinata?

A
B

i

L
L] fz _l_

([Friedman, 1986])

Presupunem ca transferul datelor intr-un sistem numeric se face pe 4 biti, primii
3 fiind biti de date, iar ultimul, bit de paritate (indica daca s-a transmis un numar
par de biti de 1, de exemplu, pentru informatia 101 rezultd cuvantul 1011).
Proiectati un circuit NAND pe doud nivele care semnalizeaza o eroare de 1 bit.
([Friedman, 1986])
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