8.3 Analiza regimului permanent sinusoidal (abordarea frecventiald)

In subcapitolul precedent, a fost analizatd comportarea unui circuit simplu (ordinul I), in regimul
tranzitoriu. Au fost determinate tensiunea si curentul ca functii de timp, pentru o clasa de circuite, in
regim tranzitoriu, dupd o variatie in treaptd a marimii de intrare.

O alta categorie de probleme de analiza se refera la circuitele aflate in regim periodic, pentru care
integrarea ecuatiilor diferentiale nu mai este asa de simpla ca in cazul precedent. Totusi, pentru
regimul periodic sinusoidal, existd o metoda simplad de analizd, cu conditia ca circuitul sa fie liniar.
Aceastd abordare presupune ca impedantele sa fie exprimate prin numere complexe si permite
determinarea amplitudinilor si defazajelor marimilor variabile. Reprezentarea fazoriald a marimilor
este o metoda grafica care ajutd analiza.

Ca exemplu de circuit care va fi analizat, In regim permanent sinusoidal, a fost ales un element RC
de intirziere de ordinul I (figura 8.9). Acest circuit va fi studiat prin aboradrea in timp si prin cea in
frecventa.
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Figura 8.9: Circuit RC in regim sinusoidal = Figura 8.10: Diagrama fazorilor in circuitul RC

Analiza in timp

Se considera semnalul de intrare:

e(t) = Esin(wt)

si se tine cont de faptul ca toate marimile variabile au forma sinusoidala, deoarece circuitul este

liniar.

Reprezentarea fazoriald din figura 8.10 exprima urmatoarele relatii:

- elementul comun intre cele doud componente este curentul (se presupune ca circuitul lucreaza
in gol, adica nu mai exista altd impedantd de sarcina, in paralel cu condensatorul);

- tensiunea pe rezistor este in faza cu curentul;

- tensiunea pe condensator este defazata in urma curentului cu un sfert de perioada;

- tensiunea de intrare este suma fazoriala a tensiunilor pe rezistor si pe condensator (teorema
Kirchhoff II).

Amplitudinile tensiunilor pe cele doud componente: Ugr = RI, U = L

oC
. C. T o 2 2 2 1
Relatia lor cu amplitudinea tensiunii de intrare: £ =Ugz +U& =1 |R” + pey=R

Defazajul curentului fatd de tensiunea de intrare: ¢ = arctg(%c) =7 /2—arctg(wRC) (curentul
@

inaintea tensiunii, din cauza capacitatii).
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Defazajul tensiunii de iesire fatd de cea de intrare: — (7 /2 — @) = —arctg(wRC) (tensiunea de iesire

intirziata fata de cea de intrare).
Expresiile curentului si tensiunii de iesire (originea fazei este tot tensiunea de intrare):

i(t) = g -sin(@t + @) = ___E sin(@t + @) (8.11)
R+ 21 5
w°C
E 1 . E .
u(ty=—-——-sin(wt + @ —7/2) = ————=-sin(wt + p—17/2). (8.12)
Z wC 1+a)2R2C2

Important pentru electronisti: Modelul frecvential (variabila independenta este frecventa)

Analiza frecventiala
In exemplul de mai sus, am determinat raportul amplitudinilor celor doud tensiuni (in regim

Uc 1

periodic sinusoidal): =
Vi+@?R*C?

Defazajul este: — (7 /2 — @) = —arctg(@RC).

Cele doua semnale sinusoidale de tensiune se pot exprima prin numere complexe, care sd aiba
modulul egal cu amplitudinea semnalului, iar argumentul egal cu faza semnalului (fazorii sint
reprezentarea grafica a acestor numere complexe):

E(jw)=E-e/ (8.13)
U(jo) =t o] 71D (8.14)

Vi+w?R2C?

Acum se poate introduce o marime, numar complex, egala cu raportul dintre cele doud semnale
exprimate ca numere complexe:

H(jw)=LU? (8.15)
A E(jo)
In acest caz particular, are loc relatia:
' 1
H(jew) = ZU2) _ (8.16)

E(jow) 1+ joRC’
Exercitiu propus: Verificati ca modulul si argumentul mérimii din (8.16) au valorile gasite anterior.

Utilizind doar cunostintele de numere complexe, se observa cd modulul functiei H(jw) este egal
cu raportul amplitudinilor semnalelor, iar argumentul lui H(jw) este egal cu defazajul dintre cele

doud semnale.
N.B. Formal, raportul poate fi gasit ca si cum am calcula tensiunea de iesire a unui divizor de

tensiune (figura 8.9), ale carui elemente sint R si

- si care lucreaza in regim permanent
joC
sinusoidal:
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U(j Z 1
H ( ] a)) — (.] C()) — C — .
E(jwo) R+Z. 1+ joRC
De reguld, gradul numitorului acestei functii este egal cu numarul componentelor reactive din
circuit.

(8.17)

Exercitiu propus: Verificati acest calcul.

Acest numar complex se numeste functia raspuns la frecventd si caracterizeaza functionarea in
regim permanent sinusoidal a circuitelor liniare. Este un instrument foarte important pentru analiza
circuitelor liniare, utilizat de electronisti (nu se aplica circuitelor neliniare). Intuitiv, functia raspuns
la frecventd este raportul dintre marimea de iesire §i marimea de intrare dintr-un circuit,
reprezentate prin numere complexe, atunci cind circuitul se afld in regim permanent sinusoidal. Ea
ne permite s anticipAm comportarea circuitului, atit in regim periodic sinusoidal, cit si in alte
regimuri. (Semnificatia mai profundd a marimilor introduse aici §i tratarea sistematicd vor fi
explicate la cursul de Analiza si Sinteza Circuitelor si Sistemelor, semestrul 4.)

r_ L sau wr = 0,25 sau @ =~ (0,25
T 25 @,

r_1 sau wr = 1,25 sau —> =1,25
T 5 ®,

T 1 sau w7 = 6,25 sau L _ 6,25
T @

0 05 1 15 2
Figura 8.11: Semnalul de iesire, pentru trei valori diferite ale constantei de timp a circuitului
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In mod evident, din expresia (8.16) rezulti ci modulul si argumentul lui H(jw) depind de
frecventa si de proprietatile circuitului. Mai exact, depind de produsul dintre frecventa semnalului si

constanta de timp a circuitului (cu notatia 7 = RC, din subcapitolul precedent): H(jw) = o
jot
In figura 8.11 se arati verificarea acestei proprietati, pentru trei valori ale constantei. Semnalul
sinusoidal (reprezentat cu rosu) se aplica la intrarea circuitului din figura 8.9. Perioada semnalului
de intrare este 1,25 ms (timpul in abscisd), frecventa de 8kHz. Constanta de timp are valorile:
0,05ms, 0,25ms, 1,25ms. Semnalul de iesire (reprezentat cu verde) este tot sinusoidal, de aceeasi
frecventa cu cel de intrare, dar are amplitudine si faza diferite.
Valorile amplitudinii iesirii, in cele trei cazuri: 0,97, 0,62 si 0,16. Valorile defazajelor iesirii, in cele
trei cazuri: —14 grade, —51 grade si —72 grade.
Se observa ca amplitudinea si defazajul semnalului de iesire sint apropiate de cele ale semnalului de
intrare, daca constanta de timp a circuitului este micd, In comparatie cu perioada semnalelor (sau
produsul dintre frecventd si constanta de timp este mic). Dimpotriva, pentru valori mai mari ale
constantei de timp, amplitudinea semnalului de iesire devine mai micd iar faza se deplaseaza spre
—90 grade.
Deoarece modulul si faza functiei H(jw), pentru un anume circuit, sint dependente de frecventa,
este util sa le reprezentam grafic, ca in figura 8.12 (se numesc caracteristici de frecventd sau
caracteristici Bode). Din aspectul caracteristicilor se pot deduce proprietatile circuitului, precum si
marimea de iesire, atunci c¢ind se cunoaste semnalul sinusoidal de intrare.
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Figura 8.12: Caracteristicile de frecventa pentru un circuit ca cel din figura 8.9

In acest exemplu (figura 8.12), am reprezentat functia rispuns la frecventi din (8.16), in care
valoarea constantei 7 = 0,1s. In abscisi este reprezentatd pulsatia, in rad/s, pe o scard logaritmica
(termenul englez ,,frequency” nu corespunde termenului de pulsatie, ci este introdus abuziv de
programul care traseaza caracteristicile). Scara logaritmica are proprietatea ca pastreaza o ntindere
echilibrati in grafic a domeniilor frecventelor joase si inalte. In ordonata primului grafic este
reprezentat modulul functiei H(jw), denumit amplificare (termenul englez este ,,gain”).

Amplificarea este reprezentata in decibeli (dB), conform cu relatia de definitie:
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azp =20-1ga. (8.18)

Aceasta reprezentare logaritmicd (ca si frecventa) are avantajul ca pastreaza in grafic aspectul de
dreapta pentru dependentele liniare. In ordonata graficului de jos este reprezentati liniar faza, in
grade.

Citeva valori remarcabile se pot observa pe cele doua grafice.

1.

9]

Valoarea amplificdrii (modulul lui H(jw)) pentru frecvente foarte mici este 0dB. Aceasta
inseamna cad H(jw) =1, ceea ce se poate constata usor, pe cale analitica, pentru @ — 0.

. Valoarea amplificérii scade, pentru frecvente inalte, odatd cu frecventa, ceea ce iar se poate

constata din expresia analiticd. Panta asimptotica a graficului este —20dB/decada, adica scade de
10 ori cind frecventa creste de 10 ori.

. Daca simplificam caracteristica amplificare — frecventa aproximativ, astfel incit sd contind numai

valoarea de frecvente joase si asimptota partii scazdtoare a curbei (ca in figura 8.13), cele doud
. R : . . . 1
semidrepte se intilnesc la o pulsatie, numita pulsatia de fringere, cu valoarea @, =—.
T

Defazajul variaza descrescator, intre 0 si —90 grade.

. Defazajul la pulsatia de fringere este —45 grade.

Hl4p

Figura 8.13: Aspectul aproximativ al caracteristicii amplificare — frecventa (din relatia (8.16))

Proprietatile anuntate mai sus se vor generaliza, la cursul ASCS.

8.4 Aplicatii ale analizei in frecventa

Utilizarea functiei raspuns la frecventa (si a caracteristicilor) pentru a deduce raspunsul circuitului

Functia raspuns la frecventd, introdusa prin (8.15), este un model al circuitului (de retinut: numai
pentru circuite liniare). Intrucit variabila independenti a functiei este pulsatia (se poate converti in
frecventd), modelul se numeste frecvential. Acest model ne permite sd anticipAm comportarea
circuitului liniar in mai multe regimuri. Dintre ele, aici vor fi prezentate doar doud cazuri: regimul
periodic sinusoidal si regimul periodic nesinusoidal.

Analiza in regim periodic sinusoidal a fost deja prezentata. Utilizarea functiei raspuns la frecventa
(si a caracteristicilor) este imediata.

1.

Se presupune cd se cunoaste semnalul de intrare, sub forma x;(¢) = X; sin(@wy?) si se noteazd
semnalul de iesire: x,(f) = X, sin(wyt + @) . Fiecare dintre cele doud semnale poate fi tensiune
sau curent, deci nu facem nici o ipoteza despre natura lor fizica.

. Se deduce functia raspuns la frecventa a circuitului, folosind teoremele Kirchhoff si exprimarea

impedantelor in numere complexe (asa cum am procedat In expresia (8.17)).
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3. Amplificarea (adicd modulul functiei H(j®), calculat la pulsatia @) furnizeaza amplitudinea
semnalului de iesire, potrivit cu relatia:

X, = H(joy)|-X; (8.19)
4. Argumentul functiei furnizeaza defazajul dintre intrare si iesire, potrivit cu relatia:
¢ =arg(H(joy)) (8.20)

5. Daca am desenat deja caracteristicile de frecventa, atunci modulul si argumentul functiei H (j)
se extrag direct din grafice, la valoarea @, a abscisel, si se folosesc la fel ca in punctele 3 si 4.

Analiza circuitului in regim periodic nesinusoidal este putin mai laborioasd si utilizeaza

cunostintele de descompunere a semnalelor periodice in serie Fourier (sumd de semnale

sinusoidale).

1. Se cunoaste semnalul periodic de intrare.

2. Se descompune intr-o suma de semnale sinusoidale (numite componente armonice).

3. Pentru fiecare componenta armonica, se deduce componenta corespunzatoare din semnalul de
iesire, aplicind punctele 1-5 de la analiza sinusoidala.

4. Se reface semnalul de iesire prin Tnsumarea componentelor aflate la punctul precedent
(proprietate numai a circuitelor liniare).

Cel mai adesea, nu ne intereseaza forma semnalului de iesire, ca suma a componentelor armonice,
intrucit semnalul de intrare nu este previzibil. Ceea ce intereseaza este gama de frecvente in care
semnalul de intrare este amplificat uniform si atenuarea componentelor care cad in afara acestei
game. Aceasta informatie este reprezentata foarte convenabil in caracteristicile de frecventa.

Spre exemplu, dacd semnalul de intrare este dreptunghiular (figura 8.14), cu frecventa f,
amplitudinile componentelor sale din seria Fourier au aspectul din figura 8.15.

=)
— Cy
t
\. ! “' ! I } T f
f 0 3f 0 5f 0
Figura 8.14: Semnal dreptunghiular Figura 8.15: Spectrul semnalului dreptunghiular

Presupunem cd acest semnal apare la intrarea circuitului din figura 8.9, care are caracteristica
amplificare - frecventa din figura 8.13. Urmatoarele aprecieri calitative pot fi facute, pornind de la
raportul dintre frecventa semnalului fj si frecventa de fringere f,:

- daca frecventa de fringere f p este mult mai mare decit fy (figura 8.16a), componentele

semnalului vor fi amplificate uniform, iar semnalul de iesire va fi similar cu cel de intrare
(usoara tesire a fronturilor);
- daca frecventa de fringere f), este comparabild cu f (figura 8.16b), prima armonicd va fi

atenuatd putin, In timp ce restul vor fi atenuate mai mult . Aspectul semnalului se va modifica
spre o forma mai ascutita;
- daca frecventa de fringere f, este mult mai mica decit f; (figura 8.16¢), toate armonicele vor fi

atenuate, ceea ce va atrage o amplitudine mica a semnalului de iesire (cu atit mai mica, cu cit
armonica este de ordin mai mare).
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Cele trei situatii prezentate corespund cu analiza efectuata in subcapitolul 8.2 (figura 8.8). Pentru a
sugera influenta frecventei de fringere a circuitului, in figura 8.16 au fost marcate valorile frecventei
semnalului, in raport cu frecventa de fringere.

Hl g Hlap Hl4g

f fp fy fp p o fp
Figura 8.16: Pozitii diferite ale frecventei semnalului, in raport cu frecventa de fringere

Un alt exemplu sugestiv este cel al unui semnal care are componentd medie si componentd
alternativa, ca in figura 8.17. Dacd frecventa de fringere f, este mult mai micd decit frecventa

componentei alternative (figura 8.16¢), aceastd componentd va fi atenuata serios, iar semnalul de
iesire va consta doar intr-o componenta constanta. Se spune ca circuitul s-a comportat ca un filtru
»trece-jos”, in raport cu acest semnal, in sensul cd a permis doar trecerea componentelor de
frecventa joasa.

Figura 8.17: Semnal de intrare cu componentd medie §i componenta alternativa, de frecventd f,

Exercitiu propus: deduceti functia raspuns la frecventd pentru circuitul din figura de mai jos si
stabiliti constanta de timp, amplificarea pe asimptota orizontald si frecventa la care se fringe
caracteristica.

et L

B Lu@

Figura 8.18: Circuit a carui functie de raspuns la frecventa trebuie determinata

Problema atenuatorului compensatoiectarea unui circuit cu proprietiti frecventiale impuse

Uneori dorim si obtinem proprietiti ale circuitului, exprimate mai usor in domeniul frecventa. In

acest caz:

- se aleg caracteristicile de frecventa care asigura proprietatile dorite;

- se aproximeaza functia raspuns la frecventa corespunzatoare;

- se alege tipul de circuit caracterizat prin aceasta functie;

- se determind valorile componentelor din circuit, care asigurd amplificarea si frecventele de
fringere alese.

In continuare, este prezentatd ca exemplu sugestiv proiectarea unui atenuator compensat in
frecventa.
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Problema atenuatorului compensat (ca aplicatie la comportarea in frecventa a circuitelor)

e(t) Rl e(t) Rl

2k J’u(t) B2

|
11
il
.H
el
=

Figura 8.19: Circuitul de intrare in osciloscop, in diverse aproximari

Pentru atenuatoarele prezentate in subcapitolul 7.3, s-a presupus ca intrarea in circuitul de masura
este pur rezistiva (ca in figura 8.19a). In figura, e(f) este tensiunea de masurat, u(f) este tensiunea la
intrarea circuitului de masura, R, este rezistenta de intrare a circuitului de masura, iar R; este
rezistenta rezistorului adaugat pentru a obtine atenuarea dorita. Raportul de divizare ar trebui sa fie

u(t) Ry
e(z‘) B Rl +R2 .

(8.21)

Spre exemplu, dacd R, =1IMQ si dorim o atenuare de 10 ori, este necesar ca R = 9IMQ.

In realitate, intrarea prezinti si o capacitate parazitd importanta, cum ar fi in cazul osciloscopului,
cu valorile tipice Z; = 1MQ || 25pF (figura 8.19b).

Pentru acest circuit, functia raspuns la frecventa este:

UGo) _ RlZe _ Ry

H(jo)=—+ = T
E(]a)) Rl +R2 || ZC Rl +R2 1+]an'

,unde 7=C(R| || Ry). (8.22)

Se observa ca tensiunea de pe intrarea circuitului de masurd este deformata fata de cea care trebuie
masuratd. Spre exemplu, daca se aplicd e(f) de forma dreptunghiulard, semnalul de la intrarea
osciloscopului poate avea forma din figura 8.20 (frecventa semnalului comparabila cu frecventa de
fringere a caracteristicii circuitului). Pentru frecvente mai mari, forma semnalului va fi §i mai mult
deformata.

Figura 8.20: Raspunsul necompensat al circuitului la semnal dreptunghiular, cind /), si f( sint
comparabile
Pentru a corecta raspunsul, se mai adauga o capacitate, in paralel cu primul rezistor, ca in figura
8.19c¢ (se spune ca atenuatorul este compensat in frecventd). Problema atenuatorului compensat se

formuleaza astfel: cum sa alegem capacitatea adaugata (C)), astfel Incit comportarea circuitului sa
fie independenta de frecventa?
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Rezolvare:
In acest context, analiza In timp nu este relevantd. Proprietatea esentiala este un raspuns
independent de frecventa, deci se va utiliza functia raspuns la frecventa.

H(jo) = Ryl Zea _ Ry (4 jaRyGy) (14 jRyCy)
R Za+Ry | Zoy 14 joRyCy Ry + Ry + joR Ry (Cp +Cy)
R2 (1+_]6()R2C2) . R2 1+j(0R2C2

= : = — . (823)
R+ Ry + joRRy(C1+Cy) Ry+Ry 1+ jo(Cr+Cy) (R [[Ry)

Conditia ca functia de mai sus sa nu depinda de frecventa este: RyCy =(C; +C3)-(R; || Ry), de
unde solutia pentru atenuator compensat:
R|C| = RyC,. (8.24)

Practic, R, si C, se cunosc din proprietatile circuitului de masurd (intrarea in osciloscop). Se
determinad intli R; din raportul de divizare dorit, apoi se determina Cj, din conditia (8.24).

Daca capacitatea C; este corect aleasd, se obtine un rdspuns aproape de aceeasi forma cu cel de
intrare (nu este identic, din cauza capacitatilor si inductantelor parazite pe care le-am neglijat). Daca
capacitatea C; este insuficientd, se obtine un raspuns intirziat (figura 8.20). Dimpotriva, daca
capacitatea C; este prea mare, se obtine un raspuns ca cel din figura 8.21, despre care se spune ca
este supracompensat.

a 0.5 1 15 2

Figura 8.21: Réspuns supracompensat la semnalul dreptunghiular
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Figura 8.22: Simularea raspunsului circuitelor cu programul Matlab

Pentru simularea raspunsului circuitului se pot folosi mai multe programe. Figura 8.22 reprezinta
fereastra din programul Matlab-Simulink, in care este simulat un element de intirziere de ordinul I.
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Programe mai adecvate pentru analiza circuitelor sint cele care permit atit desenarea schemei,
simularea circuitului, cit si desenarea cablajului imprimat: Orcad, Eagle etc.
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