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CODUL HAMMING GRUP CORECTOR DE EROARE

5.1. Obiectivul lucrării este codarea surselor discrete pentru canale cu perturbaţii folosind codul Hamming grup corector de o eroare.

5.2. Introducere
În cazul canalelor cu perturbaţii, obiectivul codării este asigurarea transmisiei corecte, adică a protecţiei la perturbaţii. Considerând că alfabetul canalului este binar, cazul cel mai frecvent, perturbaţiile vor determina transformarea unui simbol din 0 în 1 sau invers.

Tinând cont de tabelul de adevăr al operatorului modulo 2, perturbarea unui simbol este echivalentă cu sumarea modulo 2 a lui 1 la simbolul respectiv. Din acest motiv, perturbaţiile de pe canal se numesc aditive. 

Se consideră sursa de entropie maximă, sursă la care toate simbolurile sunt generate echiprobabil. Acestea vor fi denumite simboluri de informaţie.

Pentru transmiterea pe canalul cu perturbaţii a simbolurilor de informaţie, se adaugă un număr de simboluri, numite simboluri de control, pentru a indica utilizatorului prezenţa erorilor şi, după caz, corectarea acestora. În acest sens vom avea două categorii de coduri: detectoare de erori şi  corectoare de erori. 

In orice transmisie, la recepţie se pun două probleme:

1) detectia erorilor, presupune proiectarea receptorului astfel încât să se poată decide dacă ceea ce s-a recepţionat este corect sau nu, fără a avea posibilitatea de a localiza erorile în cuvântul recepţionat. În cazul unui cuvânt detectat ca eronat, se cere retransmisia cuvântului respectiv.

2) corecţia erorii presupune o aparatură complexă care, pe lângă detecţia erorilor, să realizeze şi o corecţie a acestora.   

5.3. Codarea şi decodarea pentru canale cu perturbaţii

Fie un canal binar cu alfabetul X={0,1} şi un cuvânt de cod ci=[ai1 ai2 ... ain], aij(X={0,1}, j=1,2,...,n. Din cele n simboluri ale cuvântului de cod, k sunt simboluri informaţionale şi m sunt simboluri de control. 

Operaţiile folosite la calculul cuvintelor de cod, si a simbolurilor ce-l compun, sunt sumarea modulo-doi şi înmulţirea obişnuită(aritmetică). Cele două operaţii corespund operaţiilor aditivă şi multiplicativă, ce permit definirea unei structuri algebrice de tip grup pe mulţimea cuvintelor de cod.

Prin operaţia de codare se înţelege determinarea simbolurilor de control, fiind date simbolurile de informaţie sau sursa S. Simbolurile de control sunt combinaţii liniar independente ale simbolurilor cuvântului de cod, după relaţiile:







(5.1)

deci un sistem de m ecuaţii cu m necunoscute, compatibil întrucât ecuaţiile sunt liniar independente. Coeficienţii hij, i=1,...,m şi j=1,2,...,n, sunt din alfabetul codului X şi definesc matricea de control a codului după relaţia:








(5.2)

Produsul matricial de mai sus se face după regula clasică, linii pe coloane, sumarea algebrică a elementelor înlocuindu-se cu sumarea modulo-2. 

Cuvintele de cod se pot obţine şi direct, din relaţia matricială:



      (5.3)

Matricea G, de dimensiune kxn, se numeşte matrice generatoare. 

5.4.  Decodarea cuvintelor de cod

Perturbaţiile introduse de canal afectează în egală măsură - atât simbolurile de informaţie cât şi simbolurile de control. Pentru detecţia şi corecţia erorilor, pentru fiecare cuvânt de cod recepţionat se calculează un corector sau sindrom. 

Dacă c'j=[c'j1 c'j2 ... c'jn] reprezintă un cuvânt de cod recepţionat, atunci corectorul se calculează cu relaţia:






       (5.4)

Relaţia (5.4) se poate scrie mai departe:







     (5.5)

Dacă toate elementele corectorului sunt nule se decide că în procesul de transmisiune nu s-au introdus erori, întrucât cuvântul eroare este identic nul. 

Pentru a realiza corecţia erorilor este necesar ca pentru fiecare cuvânt posibil a fi recepţionat să existe un corector diferit, distinct. Numărul acestora este Cnm.

5.5. Codul Hamming grup corector de o eroare

Fie n lungimea cuvintelor de cod, k numărul simbolurilor de informatie şi m numărul simbolurilor de control, astfel încât:








       (5.6)

Condiţia necesară pentru corecţia a e erori este să fie îndeplinită marginea Hamming:









(5.7)

Condiţia suficientă pentru corecţia a e erori independente este dată de marginea Varşamov-Gilbert: 








    (5.8)

Pentru corecţia a e erori independente, m se ia cel mai mic intreg pozitiv ce satisface simultan relaţiile (5.7) şi (5.8). Pentru corecţia a e=1 erori independente se obţin relaţiile:









(5.9)

de unde rezultă:








       (5.10)

Un cod este cvasiperfect dacă pe lângă corectarea tuturor combinaţiilor de e erori sau mai puţine se pot corecta şi unele combinaţii de e+1 erori (însă nu toate) şi nu se poate corecta nici o combinaţie de e+2 erori.

Pentru codurile perfecte, asa cum este si codul Hamming, condiţia necesară şi suficientă pentru corecţia a e erori independente este:









(5.11)

5.5.1. Codarea 

Pentru simplificarea codorului/decodorului Hamming, simbolurile de control din cuvântul de cod sunt amplasate în poziţiile corespunzătoare puterilor lui 2. Matricea de control este:








(5.12)

Coloana hj este reprezentarea în binar pe m biţi a numărului zecimal j.

Dacă {cj, j=1,2,...,m} sunt simbolurile de control şi {ij, j=1,2,....,k} sunt simbolurile de informaţie atunci structura cuvântului de cod Hamming grup este:







(5.13)

Codorul, din echipamentul de emisie, trebuie să execute următoarele operaţii:

· calculul simbolurilor de control după relaţia








         (5.14)

echivalentă cu sistemul de ecuaţii:







(5.15)

ce reprezintă un sistem de m ecuaţii independente, necunoscutele fiind simbolurile de control. Sistemul este liniar şi unic determinat prin modul de alegere a matricii de control. Din fiecare ecuaţie rezultă un singur simbol de control.

· definirea cuvintelor de cod conform structurii prezentate, adică inserarea simbolurilor de control în poziţiile corespunzătoare puterilor lui 2.

5.5.2.  Decodarea

Fie cuvântul recepţionat:







(5.16)

Decodorul calculează sindromul(corectorul) cu relaţia:





           (5.17)

unde (j=1 dacă în poziţia j este eroare. În acest caz, corectoul z este egal cu coloana j a matricii de control şi indică simbolul din cuvântul recepţionat care trebuie corectat.

Exemplul 1. Să se transmită numerele zecimale de la 0 la 15 pe un canal cu perturbaţii pe care poate să apară cel mult o eroare folosind codul Hamming grup corector de o eroare.

Soluţie: Sursa are N=16 simboluri. Pentru codificarea sursei este necesar un număr de simboluri de informaţie ce satisfac relaţia: 

 de unde rezultă k=4. Numărul simbolurilor de control rezultă din relaţia (5.10), m=3. Matricea de control va avea m=3 linii şi n=m+k=7 coloane:




Structura cuvântului de cod Hamming grup corector de o eroare pentru sursa dată este:




Tabel 1 - Codul Hamming grup corector de o eroare pentru codificarea sursei S

	S
	i1
	i2
	i3
	i4
	c1
	c2
	c3
	V=[c1 c2 i1 c3 i2 i3 i4]

	s1=0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0000000

	s2=1
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1101001

	s3=2
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	1
	0101010

	s4=3
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	1000011

	s5=4
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1001100

	s6=5
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0100101

	s7=6
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	1100110

	s8=7
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	1
	0001111

	s9=8
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	1110000

	s10=9
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0011001

	s11=10
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	1011010

	s12=11
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	0110011

	s13=12
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0111100

	s14=13
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	1010101

	s15=14
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0010110

	s16=15
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1111111


Simbolurile de control se obţin din sistemul HvT=0, necunoscutele fiind:



     

Cuvintele de cod obţinute sunt prezentate mai jos, în tabelul 1.

Exemplul 2. Se recepţionează cuvântul de cod c’=[1000101]. Să se decodifice şi să se indice simbolul transmis.
Soluţie: La decodare se calculează sindromul (corectorul) z:




de unde rezultă ecuaţiile elementelor corectorului:




Pentru cuvântul recepţionat rezultă corectorul z=[0 1 1]T ceea ce arată că în poziţia (011)2=(3)10 s-a introdus o eroare. Cuvântul emis este




adică s-au transmis simbolurile informaţionale (i1i2i3i4)=(1101) corespunzătoare simbolului s14=(13)10.

5.6. Desfăşurarea lucrării

1. Se scrie si se ruleaza programul de codare Haming grup pentru corectia unei erori.Deoarce in program se va folosi o functie care face conversia string-numeric, tebuie sa o definim inainte de a fi folosita in programul de codare.
Observaţie: Functia de conversie trebuie sa fie in acelasi folder cu programul de codare.
	Functia f_dec2bin2num
	function[xnum]=dec2bin2num(xdec,n)

	conversie strig-numeric
	xstring=dec2bin(xdec,n);

	 
	for j=1:n,

	 
	    if xstring(j)=='0',

	 
	        xnum(j)=0;

	 
	    else

	 
	        xnum(j)=1;

	 
	    end;

	 
	end;


Pentru exemplul: ‘astazi_este_o_zi_frumoasa_de_primavara_dar_tot_nu _este_ca_o_zi_ de _vara’ programul este urmatorul :
	Pseudocod
	Exemplu( partial) in Matlab

	 
	 

	Codarea Hamming grup pentru corectia unie erori
	 

	 
	 

	#1:Se definesc nr.de simboluri din alfabetul sursei
	N=17;

	#2:Se definesc nr.de simboluri de informatie
	k=ceil(log2(N));

	 
	m=0;

	#3:Se definesc nr. De simboluri de control
	while m<log2(m+k+1)

	 
	    m=m+1;

	 
	end;

	#4:Se defineste lungimea cuvantului de cod
	n=m+k;

	#5:Se defineste matricea de control
	for i=1:n,

	 
	    x=f_dec2bin2num(i,m);

	#5.1:conversie linie-coloana
	    H(:,i)=x';

	 
	end;

	#6:Se calculeaza simbolurile de control
	for i=1:N

	 
	   x=f_dec2bin2num(i-1,k);

	 
	   code_bin(i,:)=x;

	 
	end;

	#7:Se definesc cuvintele de cod
	for k=1:N,

	 
	    x=code_bin(k,:);

	 
	    c(k,1)=xor(x(1),xor(x(2),x(4)));

	 
	    c(k,2)=xor(x(1),xor(x(3),x(4)));

	 
	    c(k,3)=xor(x(2),xor(x(3),x(4)));

	 
	end;

	 
	for k=1:N,

	 
	    v(k,1)=c(k,1);

	 
	    v(k,2)=c(k,2);

	 
	    v(k,3)=code_bin(k,1);

	 
	    v(k,4)=c(k,3);

	 
	    v(k,5)=code_bin(k,2);

	 
	    v(k,6)=code_bin(k,3);

	 
	    v(k,7)=code_bin(k,4);

	END
	end;
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