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Codarea binară Shannon- Fano


CODAREA binară SHANON-FANO
3.1 Obiectivul lucrării este prezentarea algoritmului de codificare binară Shannon-Fano şi scrierea unui program de codificare a unei surse discrete şi fără memorie folosind acest algoritm.

3.2 Coduri absolut optimale

Definiţia 3.1 Codurile care au eficienţa egală cu unu (valoarea maximă) se numesc absolut optimale.

(
Pentru a obţine astfel de coduri trebuie ca lungimea medie a cuvintelor de cod să fie minimă. Lungimea medie minimă se obţine când simbolurile din alfabetul codului sunt echiprobabile:







           (3.1)

unde D este numarul de simboluri din alfabetul codului.

Fie un cuvânt de cod ck , k=1,2,...,N definit prin:








(3.2)

Probabilitatea de apariţie a unui cuvânt ck este dată de probabilitatea de furnizarea a cuvântului ck:







(3.3)

Întrucât simbolurile alfabetului codului sunt echiprobabile rezultă că probabilitatea cuvântului ck de lungime lk este:





                        (3.4)

Pentru o sursă completă rezultă:









(3.5)

Ultima relaţie reprezintă condiţia ce trebuie îndeplinită de lungimile lk ale cuvintelor de cod pentru ca codul să fie absolut optimal. Pentru un alfabet dat, deci D număr fixat, o sursa S poate fi codată cu un cod absolut optimal numai dacă probabilităţile simbolurilor sursei S sunt de forma:







     (3.6)

3.3. Algoritmi de codare entropică
Algoritmii care au la bază ideea alocării (assignării) de cuvinte de cod cu lungime mică simbolurilor cu probabilităţi mari, se numesc algoritmi de codare entropica (dupa probabilitati). Trebuie evidentiate două proprietăţi generale ale codurilor optimale:

1. cel mai scurt cuvânt de cod să fie atribuit simbolului (mesajului) cu probabilitatea cea mai mare. În acest sens, este valabilă relaţia:






(3.7)

2. lungimile ultimelor două cuvinte de cod, asignate simbolurilor cu probabilităţile cele mai mici, sunt egale:








      (3.8)

3.3.1 Codarea binară Shannon-Fano

Se aplică în cazurile când probabilităţile simbolurilor sursei primare pot fi exprimate ca puteri întregi negative ale lui D=2:







      (3.9)

unde li sunt numere intregi. Algoritmul constă în partiţia mulţimii simbolurilor sursei primare S, şi a celorlalte submilţimi care vor fi obţinute, în două submulţimi de probabilităţi egale. Partiţiile submulţimilor continuă până când se obţin submulţimi cu un singur element.

La prima partiţie, întrucât sursa este completă, submulţimile obţinute vor avea probabilităţile:








 (3.10.a)

La a doua partiţie, de exemplu a submulţimii S0, se obţin submulţimi de probabilităţti:







   (3.10.b)

Dacă la fiecare partiţie se adaugă noi indici, de 0 sau 1, la indicii submulţimii sursă, rezultă că fiecare submulţime va avea un număr de indici care dă puterea întreagă a lui 1/2. Dacă submulţimea care conţine un singur simbol, cu probabilitatea p(si) are un număr de indici li, atunci:








       (3.11)

Întrucât sursa este completă, rezultă că:




     

          (3.12)

ceea ce arată că este îndeplinită inegalitatea lui Kraft, unde li reprezintă lungimile cuvintelor codului instantaneu absolut optimal.

Observaţii:

1. Algoritmul Shannon-Fano se poate aplica şi pentru cazul surselor cu probabilităţi arbitrare. Codurile obţinute sunt instantanee dar nu mai sunt - în general - optimale. 

2. Întrucat la fiecare partiţie a unei submulţimi, alocarea simbolurilor alfabetului codului indicilor submulţimilor obţinute se face aleator, se pot obţine mai multe coduri absolut optimale, echivalente. Numărul acestora este 2N-1.

Prezentarea algoritmului de codare se poate face sub formă de graf sau sub formă de tabel de codare. În cazul folosirii unui tabel de codare, cuvintele de cod se obţin din indicii submulţimilor obţinute. În cazul codării cu grafuri, cuvintele de cod se iau din extremităţile grafului, citind valorile arcelor de la rădăcină spre fiecare extremitate.

Exemplul 1.  Să se codifice absolut optimal  sursa S cu distribuţia:




Soluţie: Se prezintă două variante de codare, cu tabel de partiţii şi cu graf.

	S
	P(S)
	Partiţii
	Cod
	l

	s1
	2-2
	S0={s1,s2}
	S00={s1}
	
	
	00   
	2

	s2
	2-2
	
	S01={s2}
	
	
	01
	2

	s3
	2-3
	S1={s3, s4, s5, s6, s7, s8}
	S10={s3,s4}
	S100={s3}
	
	100
	3

	s4
	2-3
	
	
	S101={s4}
	
	101
	3

	s5
	2-4
	
	S11={s5,s6,s7,s8}
	S110={s5,s6}
	S1100={s5}
	1100
	4

	s6
	2-4
	
	
	
	S1101={s6}
	1101
	4

	s7
	2-4
	
	
	S111={s7,s8}
	S1110={s7}
	1110
	4

	s8
	2-4
	
	
	
	S1111={s8}
	1111
	4
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Exemplul 2.: Se consideră o sursă cu alfabetul 

S=[s1  s2  s3  s4  s5  s6] 

şi probabilităţile

 

.

Dacă alfabetul codului este X=[0,1] atunci codarea se poate face după următorul tabel:

	Simboluri 
	Probabilităţi
	Partiţii


	Cuvinte cod
	Lungimea cuvântului

	s1
	1/2
	S0
	
	
	
	
	0
	1

	s2
	1/4
	
	S10
	
	
	
	10
	2

	s3
	1/8
	
	
	S110
	
	
	110
	3

	s4
	1/16
	S1
	
	
	S1110
	
	11110
	4

	s5
	1/32
	
	S11
	S111
	
	S11110
	111110
	6

	s6
	1/32
	
	
	
	S1111
	S11111
	111111
	6


În tabel, mesajele s-au aşezat în ordine descrescătoare a probabilităţilor p(si). Partiţiile s-au făcut prin împărţirea în submulţimi de probabilităţi egale pânâ când fiecare submulţime conţine un singur element.

3.4 Modul de lucru

1. Se scrie programul pentru codarea binară Shannon-Fano a Se rulează programul si se verifica dacă cele două proprietăţi generale ale codurilor entropice se verifică.
	Pseudocod
	Exemplu( partial) in Matlab

	 
	 

	Program codificare Shannon-Fano
	 

	 
	 

	 
	global P C;

	#1: Incarca modelul sursei {S,P}
	%S=[a,n,_,r,e,m,i]

	 
	%P=[1/2 1/8 1/8 1/16 1/16 1/16 1/16],

	 
	N=length(P);

	 
	C= {''};

	#2: Initializeaza cuvintele de cod
	for i=1:N-1,

	 
	    C=[C {''}];

	 
	end;

	#3: Codifica alfabetul sursei
	f_codareSF(1,N);

	 
	 

	END
	 

	 
	 


Mentiune:-se vor trece valorile probabilitatilor corespunzatoare sursei folosite in exemplu.

Prima data se ruleaza programul pentru sursa.txt=ana_are_mere_mari, apoi pentru sursa.txt=astazi _este_o_frumoasa_zi_de_primavara_dar_tot_nu_este_ca_o_zi_vara 

2. Să se calculeze lungimea medie a cuvintelor de cod, eficienţa codului şi lungimea medie minimă a cuvintelor de cod.
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