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Aplicaţia 2.1    Să se determine SFT, SFA şi SFC pentru semnalul din fig. 2.9. 
Fig. 2.9
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[image: image15]
Spectrul SFT


[image: image16]
Spectrul SFA


[image: image17]
Spectrul SFC

Observaţie:

Spectrul unor semnale se poate obţine din spectrul cunoscut al unui semnal de referinţă, prin însumarea unei constante şi/sau modificarea scării şi/sau operaţie de întârziere. De exemplu, considerând u(t) din fig. 2.9 ca semnal de referinţă, semnalul periodic din fig. 2.14 se scrie:
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[image: image19]
Fig. 2.14  Semnal derivat din semnalul u(t), dat în fig. 2.9

Având în vedere modelul spectral al semnalului u(t) este


[image: image20.wmf][

]

0

0

41

()cos(21)2

21

k

utkt

k

wp

p

¥

=

=××+-

å

+


modelul spectral SFA al semnalului 
[image: image21.wmf]1

()

ut

 este:


[image: image22.wmf]1000

0

21

()1.5cos(21)(21)

212

k

utktkt

k

p

ww

p

¥

=

éù

=+×+×--+×

å

êú

+

ëû

,

deci:
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Aplicaţia 2.2
Fie x(t) un tren de impulsuri de arie unitară, reprezentat în fig. 2.15. Să se modeleze semnalul prin seria Fourier, ştiind că T=1 ms şi τ=0.2 ms.
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Fig. 2.15: Tren de impulsuri de arie unitară

Se utilizează SFC 
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(2.35)
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unde sinc(() este funcţia sinus cardinal. Rezultă parametrii 
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(2.37) 
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Graficul funcţiei sinc(x) este dat în fig. 2.16, a). Modelul semnalului cu ajutorul SFC este:
(2.38) 
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Fig. 2.16 Funcţia sinus cardinal a) şi spectrul unui tren de impulsuri b)
Funcţia sinus cardinal se anulează pentru 
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. In cazul aplicaţiei, T=1 ms şi τ=0.2 ms, deci 
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Spectrul SFC este reprezentat în fig. 2.16, b). Se observă că 
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Pornind de la relaţia (2.29) se poate construi spectrul de amplitudini (fig. 2.17, a)) şi de faze (fig. 2.17, b)), care caracterizează seria Fourier armonică.
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Fig. 2.17: Spectrul de amplitudini şi de faze al unui tren de impulsuri
Aplicaţia 2.3
Fiind dat un tren de impulsuri cu arie unitară, având perioada 
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, să se realizeze programul care efectuează următoarele operaţii:

· calculul componentelor spectrale aferente SFC;

· reprezentarea în acelaşi grafic a semnalului dat (pe o perioadă a acestuia), cât şi a semnalelor calculate pe baza unui număr finit de armonici din spectrul determinat. Se vor considera 9, 19, şi 29 armonici în spectru.
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Fig. 2.18   Spectrele de amplitudini 
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Lista comentată a programului Matlab este următoarea:

clear all; clg;

%parametrii trenului de impulsuri

T=2;w0=2*pi/T;tau=0.2;Amplit=1/tau;

%calcului parametrilor modelului spectral

A=zeros(1,50);phi=zeros(1,50);

for i=1:50,

   alf=(i-1)*w0*tau/2;

   alf=alf/pi;

   A(1,i)=abs(sinc(alf)/T);

   phi(1,i)=-angle(sinc(alf));

end;

%se calculează vectorul ind, necesar în reprezentarea grafică a spectrului

for i=1:50,

   ind(i)=i-1;

end;

%reprezentarea spectrului SFC (numai pentru frecvenţe pozitive)

figure(1)

stem(ind,A(1,:));grid;

figure(2)

stem(ind,phi(1,:));grid;

%generarea trenului de impulsuri şi reprezentarea lui grafică
x1=zeros(1,900);x2=Amplit*ones(1,200);

x3=zeros(1,900);x=[x1 x2 x3];

dt=0.001;t=[-T/2+dt:dt:T/2];

figure(3);

h=plot(t,x,'k');set(h,'LineWidth',2);

axis([-1 1 -1.5 7]);hold on;

%calculul semnalelor deduse pe baza spectrului determinat
%se utilizează 9, 19 şi 29 armonici în spectru; se reprezintă aceste

%semnale pe un grafic comun cu cel al trenului de impulsuri

for j=9:10:29,

   xy=A(1)*ones(1,2000);

   for i=1:j, 

      xy=xy+2*A(1,i+1)*cos(i*w0*t+phi(1,i+1));

   end;

   plot(t,xy,'k');axis([-1 1 -1.5 7]);end;grid;


[image: image52]
Fig. 2.19  Semnalul x(t) şi aproximarea acestuia printr-un număr finit de armonici


[image: image53]
Fig. 2.20   Detalierea zonei centrale din fig. 2.19

În fig. 2.18 sunt date comnponentele spectrale 
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A

 şi 
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 din SFC, aferente frecvenţelor pozitive. În fig. 2.19 este reprezentat semnalul x(t) şi aproximările acestuia prin considerarea a 9, 19, şi 29 armonici. Pentru a discerne mai bine calitatea aproximărilor, în fig. 2.20 s-a reprezentat, la scară de timp, zona centrală din fig. 2.19.
2.3 Utilizarea sistemelor de funcţii binare ortogonale în modelarea semnalelor periodice

În acest caz, funcţiile ortogonale din sistemul 
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, pot lua doar două valori. Principalele funcţii din această categorie sunt: funcţiile Walsh, funcţiile Rademacher, funcţiile Hadamard şi funcţiile Haar.

2.3.1 Analiza Fourier - Walsh

Funcţiile Walsh sunt funcţii ortogonale, definite pe o bază de timp, numită şi suport, [0; T], T fiind perioada. Frecvent se utilizează ca suport domeniul [-T/2; T/2]. De asemenea, se poate utiliza un domeniu de timp normat: θ = t/T. În acest caz, suportul este [0; 1] sau 
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]

12; 12

-

.

Reprezentarea grafică a primelor N=8 funcţii Walsh este dată în fig. 2.21.
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Fig. 2.21  Primele 8 funcţii Walsh

Intervalul 
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 s-a împărţit în N subintervale egale, de lăţime (, numărul subintervalului fiind o putere a lui 2: 
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Funcţiile Walsh se notează prin wal(i,θ), i=0,1,...N-1. Prin analogie cu funcţiile trigonometrice, funcţiile Walsh pare se notează:

(2.39) 
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Indicele k din funcţia cal(k, θ) arată numărul de intersecţii ale abscisei din jumătatea bazei de timp şi se numeşte secvenţa funcţiei.

Norma funcţiilor Walsh, definite în raport cu timpul normat θ, este 1. Dacă se utilizează timpul fizic, t, norma este 
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Dezvoltarea unei funcţii periodice u(t) în sistemul de funcţii Walsh este:

(2.41) 
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[image: image67]
Fig. 2.22  Spectre în analiza Fourier-Walsh, conform modelelor (2.41) a) şi (2.43) b)
Expresia (2.41) se poate pune sub forma:

(2.43) 
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Generarea funcţiilor Walsh se face, de regulă, prin relaţii iterative. Vom ilustra două astfel de proceduri.

Procedura 1. Se iniţializează wal(0,(), cu valoare unitară pentru 
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 şi zero în rest. În continuare, wal(i+1,(), se calculează pe baza funcţiei anterioare, wal(i,(), i=0,1,2, ..., utilizând ecuaţia:

(2.46) 
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cu 
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[image: image76]
Fig. 2.23  Generarea funcţiei wal(1,()

Calculul funcţiei wal(1,() pe baza funcţiei wal(0,(). În cazul funcţiei wal(1,(), indicii j şi l sunt: 
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. Aplicând relaţia (2.46), rezultă:
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În fig. 2.23 este ilustrată construcţia funcţiei wal(1,(), pe baza celor 2 termeni din partea dreaptă a expresiei (2.47).

Calculul funcţiei wal(5,() se face punând 
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Generarea funcţiei wal(5,(), este ilustrată în fig. 2.24.


[image: image83]
Fig. 2.24  Generarea funcţiei wal(5,()

Procedura 2. Se notează prin 
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 intervalul discret în care se împarte baza de timp a funcţiei. După iniţializarea funcţiei wal(0,r), calculul iterativ al celorlalte funcţii se face cu relaţia:
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cu 
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Deducerea funcţiei wal(1,r) din wal(0,r) se face cu relaţia (2.49), în care se pune 
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Construcţia funcţiei este utilizată în fig. 2.25.


[image: image92]
Fig. 2.25  Construcţia funcţiei wal(1,r)

Aplicaţia 2.4 
Să se efectueze analiza Fourier-Walsh a semnalului 
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, considerând numai primele 6 funcţii Walsh.


[image: image95]
Fig. 2.26  Semnal sinusoidal

Se face schimbarea de variabilă: 
[image: image96.wmf]tT

q

=

; rezultă 
[image: image97.wmf]()sin(2)

x

qpq

=

 (fig. 2.26).

Se calculează coeficienţii ai, i=0,1,...,5, din relaţia (2.41), conform expresiilor (2.42). Deoarece funcţia 
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[image: image103]
Fig. 2.27  Aproximarea lui 
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În ultima relaţie de mai sus, calculăm fiecare termen:
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Se obţine:
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Deci, semnalul 
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2.3.2 Analiza Fourier - Rademacher

Funcţiile Rademacher se generează cu relaţia:

(2.50) 
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Primele 3 funcţii Rademacher sunt ilustrate în fig. 2.28. Din relaţia de definiţie (2.50), se constată că toate funcţiile sunt impare, deci ele nu formează un sistem complet de funcţii ortogonale. În consecinţă, ele pot fi utilizate numai pentru modelarea semnalelor cu simetrie impară.
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Fig. 2.28  Funcţii Rademacher
2.3.3 Analiza Fourier - Hadamard

Funcţiile ortogonale Hadamard se generează cu relaţia:

(2.51) 
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unde ( este timpul normat. Ele formează un sistem complet de funcţii ortogonale, ca şi funcţiile Walsh.

[image: image268.wmf]0
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În fig. 2.29 sunt ilustrate primele 5 funcţii Hadamard.
Fig. 2.29  Funcţii Hadamard

2.3.4 Analiza Fourier - Haar

Sistemul de funcţii ortogonale Haar 
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(2.52) 
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Fig. 2.30  Funcţii Haar
Notând prin 
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 gradul funcţiei şi prin 
[image: image120.wmf]1

jm

=+

 ordinul funcţiei (
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), relaţia (2.52) se mai poate scrie ca în ecuaţia de mai jos:

(2.53) 
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Norma funcţiilor Haar, exprimate în raport cu timpul normat, este unitară. Modelul Fourier – Haar al unui semnal u(t) este:

(2.54) 
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Reprezentarea grafică a primelor 8 funcţii Haar este dată în fig. 2.30.
2.4 Analiza polinomială a semnalelor periodice
În SFG, sistemul de funcţii utilizat la modelarea semnalului u(t) se deduce pornind de la un set de funcţii polinomiale, de forma 
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atunci polinoamele se numesc ortogonale în raport cu funcţia de ponderare ρ(t). Dacă relaţia (2.55) este adevărată atunci sistemul de funcţii: 
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, este un sistem de funcţii ortogonale şi se utilizează efectiv în SFG. Parametrii ai din SFG se calculează cu relaţiile:

(2.56) 
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În cele ce urmează sunt prezentate principalele funcţii polinomiale utilizate în modelarea semnalelor.

Polinoamele Legendre. Aceste polinoame au funcţia de ponderare egală cu 1, deci sunt efectiv polinoame ortogonale.

Polinoamele Laguerre, cu funcţia de ponderare 
[image: image130.wmf][

)

(), 0;

t

tet

r

-

=Î¥

. Ele se generează cu relaţia recursivă:
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Polinoamele Hermite, cu funcţia de ponderare 
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Polinoamele Cebâşev, cu funcţia de ponderare 
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Observaţie:

În principiu, în SFG, putem adopta orice sistem de funcţii, cu condiţia ca acestea să fie liniar independente.

Dacă se adoptă sistemul 
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 de funcţii liniar independente, este oportun ca el să se transforme într-un sistem de funcţii 
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 ortogonale, pentru ca determinarea parametrilor SFG să se facă uşor. Se ştie că, dacă este îndeplinită condiţia 
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 este simbolul lui Kronecker, atunci sistemul este ortonormal.

Trecerea de la sistemul iniţial de funcţii 
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, liniar independente, dar neortogonale, la sistemul de funcţii ortonormale 
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, se face prin procedura generală Gram-Schmidt de ortogonalizare.
O prezentare elementară a acestei proceduri este dată în cele ce urmează:

· Se consideră φ1(t) definită ca: 
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de unde se obţine a1.

· Utilizând 
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Din condiţia: 
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 rezultă a3, 
          iar din 
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· Funcţia 
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Condiţiile 
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 se folosesc pentru determinarea parametrilor a5 şi a6, iar pentru determinarea lui a4 se foloseşte condiţia 
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· Procedura se repetă până când sunt implicate toate funcţiile din sistemul iniţial, 
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Dintre funcţiile iniţiale, 
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, cel mai des apelate în modelarea semnalelor, făcând obiectul operaţiei preliminare de ortogonalizare, sunt funcţiile exponenţiale, 
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Capitolul 3

MODELAREA SEMNALELOR NEPERIODICE
3.1 Analiza spectrală a semnalelor utilizând transformata Fourier

Se caută modelul unui semnal neperiodic oarecare, 
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, de modul integrabil (fig. 3.1, a)). Pentru aceasta se utilizează un alt semnal, periodic, notat prin 
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, care într-o perioadă T posedă forma semnalului 
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 (vezi fig. 3.2, b)).
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Fig. 3.1 Semnal periodic obţinut dintr-un semnal neperiodic

Să modelăm semnalul periodic 
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)

T

ut

 prin SFC:

(3.1)

[image: image166.wmf]0

0

2

();

jit

Ti

i

utAe

T

w

p

w

¥

=-¥

==

å


şi, deoarece în perioada T avem u(t) = uT(t),

(3.2)
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[image: image168]
Fig. 3.2 Pulsaţiile discrete din SFC

Înlocuind (3.1) în (3.2), se obţine 
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(3.3)
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. Parametrii 
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 ai SFC sunt asociaţi pulsaţiilor 
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 (fig. 3.2).
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Fig. 3.3 Pulsaţiile discrete pentru o perioadă T foarte mare

Să considerăm acum o creştere importantă a perioadei T. Să notăm pulsaţia – care devine foarte mică – prin 
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, deci 
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 (fig. 3.3). Relaţia (3.3) devine:
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În continuare se admite că perioada T, în care se încadrează semnalul dat iniţial, tinde spre infinit, prin transferarea spre –( a limitei din stânga a perioadei şi spre ( a limitei din dreapta. Dacă 
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deci:

(3.5)
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Paranteza din partea dreaptă a relaţiei (3.5) este transformata Fourier a semnalului u(t), adică:

(3.6)
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Transformata Fourier reprezintă modelul matematic al semnalului u(t). Această transformată, numită funcţie spectrală sau caracteristică spectrală a semnalului, există şi pentru frecvenţe negative, deci pentru tot domeniul de frecvenţe 
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. Semnalul u(t) se exprimă în funcţie de 
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Funcţia complexă 
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În concluzie, se obţine:

(3.8)
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Funcţiile 
[image: image191.wmf](

)

A

w

 şi 
[image: image192.wmf](

)

U

w

 sunt pare, iar funcţiile 
[image: image193.wmf](

)

B

w

 şi 
[image: image194.wmf](

)

jw

 sunt impare.

3.2 Semnificaţia fizică a funcţiilor spectrale

Pornind de la relaţia (3.4), adică,
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în ipoteza că perioada T este foarte mare şi intervalul de integrare nu este infinit, putem admite:
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În consecinţă:

(3.9)
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Pentru semnalul 
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. Conform cu (3.9) şi (3.10), rezultă:

(3.11)
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Fie o formă oarecare a funcţiei spectrale 
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 (fig. 3.4, a)). Dacă se discretizează axa frecvenţelor 
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Pornind de la relaţiile (3.11) şi (3.12), se obţine:
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Această relaţie dă legătura între caracteristica spectrală 
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 şi spectrul de amplitudini al SFC (fig. 3.4, b)). Pentru modelele spectrale, trecerea 
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 sunt date de relaţia (3.13). Fiecărui interval discret 
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 îi corespunde o armonică elementară având amplitudinea (fig. 3.4, c)):
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Se obţine:
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Deci mărimea 
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 este proporţională cu densitatea de amplitudini a armonicilor, 
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. Dacă se trece la mărimi infinitezimale, atunci înlocuim 
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Cele prezentate justifică utilizarea următoarelor denumiri:  funcţie a densităţii spectrale, pentru 
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Funcţia spectrală a unui impuls 

Fie 
[image: image225.wmf](
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 impulsul real de arie unitară (fig. 3.5). Să se calculeze funcţia spectrală a acestui semnal.

Funcţia spectrală este transformata Fourier a semnalului:
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deci funcţia posedă forma dată în fig. 3.6.
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	Fig. 3.5 Impuls de arie unitară
	Fig. 3.6 Funcţia spectrală a impulsului


Să considerăm acum un tren de impulsuri unitare cu 
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, notat cu x(t) (fig. 2.15). Să notăm 
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 frecvenţa foarte mică a semnalului periodic 
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În fig. 3.7, a) şi b), se ilustrează procedeul de discretizare a funcţiei spectrale prezentate mai sus.

Se observă că, prin discretizarea funcţiei spectrale 
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 (fig. 3.7, a)), se obţine spectrul semnalului periodic 
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 (fig. 3.7, b)).
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