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Funcţia de transfer cu timp discret

[image: image2.wmf](

)

12

12

12

12

...

1+...

n

n

n

n

bzbzbz

Hz

azazaz

---

---

++

=

+++



[image: image3.wmf](

)

12

121

121

121

...

+...

nn

nn

nnn

nn

bzbzbzb

Hz

zazazaza

--

-

---

-

+++

=

++++


Distribuţia poli-zerouri
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Răspunsul la impuls şi răspunsul indicial

Sisteme cu timp continuu

Raspuns la impuls


[image: image6.wmf](

)

1

n

k

k

k

r

Hs

sp

=

=

-

å


[image: image1.wmf](

)

1

10

1

10

n

n

nn

n

bs...b

Hs

sas...a

-

-

-

-

++

=

+++


[image: image7.wmf](

)

1

11

e

k

nn

pt

k

k

kk

k

r

htr

sp

-

==

ìü

==×

åå

íý

-

îþ

L

      
[image: image8.wmf]1

k

k

T

p

=

-


[image: image109.wmf]1

k

k

T

p

=

-

Raspuns la treaptă

Răspuns la un semnal oarecare
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9. 1. Sisteme cu timp discret
Definirea răspunsului la impuls, a răspunsului indicial (răspuns la treaptă unitară) şi a stabilirea relaţiei intrare-ieşire de tip convoluţie sunt similare cazului sistemelor cu timp continuu, implicând utilizarea funcţiei de transfer H(z) şi a transformatei z.  Astfel, dacă funcţia de transfer H(z) a unui sistem cauzal are polii simpli, 
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, atunci ea poate fi pusă sub forma: 
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şi răspunsul la impuls al sistemului cu timp discret este 
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Deoarece transformata z a treptei unitare cu timp discret este 
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Dacă semnalul de intrare este oarecare, atunci pe baza relaţiei 
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[image: image122.wmf]L

şi modelul intrare-ieşire se prezintă prin expresia convoluţiei discrete :
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Exemplul 3 

Fie un sistem cu distribuţia poli-zerouri: 

p=[0.75+i*0.6 0.75-i*0.6 0.8 0.2 -0.4];

z=[-0.8 0.6];k=1.2;

Se cere să se determine componentele răspunsului la impuls, având în vedere că polii sunt distincţi.

Problema se rezolvă prin programul următor:
clear all; close all;

n=5;p=[0.75+i*0.6 0.75-i*0.6 0.8 0.2 -0.4];

z=[-0.8 0.6];k=1.2;

Te=0.5;

sys=zpk(z,p,k,Te)

sys1=tf(sys)

figure(1);pzmap(sys);axis([-1.2 1.22 -1.2 1.2]);

[num,den]=tfdata(sys1,'v');

[r,p,k]=residue(num,den)

tk=0:Te:100;

figure(2);

for i=1:length(tk)

h(1,i)=r(1)*p(1)^(tk(i)-1)+r(2)*p(2)^(tk(i)-1);

end

stem(tk,h(1,:));grid

title('Componenta aferenta polilor complecsi');

tk=0:Te:100;

for j=3:5

    for i=1:length(tk)

    h(j-1,i)=r(j)*p(j)^(tk(i)-1);

    end

    figure(j);

    stem(tk,h(j-1,:));grid

    j1=num2str(j);

    title(['Componenta aferenta polului ', j1])

end

ht=h(1,:)+h(2,:)+h(3,:)+h(4,:);

figure(6);

for i=1:4

    plot(tk,h(i,:));hold on;

end

plot(tk,ht,'k');grid;

ht1=h(1,:)+h(2,:);

plot(tk,ht1,'r');

title(['rasp. la impuls (negru); componentele (albastru); suma componentelor principale (negru)'])
Zero/pole/gain:

             1.2 (z+0.8) (z-0.6)

----------------------------------------------  
(z-0.8) (z-0.2) (z+0.4) (z^2 - 1.5z + 0.9225)

 Sampling time: 0.5

Transfer function:

               1.2 z^2 + 0.24 z - 0.576

-----------------------------------------------------------
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Sampling time: 0.5
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Fig. 19 Răspuns la impuls (Exemplul 3)

Prin rularea programului se obţin : diagrama poli-zerouri, valorile numerice ale polilor şi reziduurilor, precum şi răspunsul la impuls, care este detaliat în fig. 19. In fig. 19.a este dată componenta aferentă polilor complecşi conjugaţi a răspunsului la impuls, iar în fig. 19.b,c şi.d sunt date componentele aferente polilor reali. Se constată că atunci când polii sunt apropiaţi de originea planului z, componentele dinamice se sting rapid, iar când polii sunt apropiaţi de cercul unitar (dar întotdeauna în interiorul acestuia) componentele dinamice se sting mai lent. In fig. 19.e se prezintă, în acelaşi grafic, răspunsul la impuls total (cu negru), componentele răapunsului la impuls (cu albastru), precum şi suma componentelor principale (cu neglijarea componentelor aferente polilor depărtaţi de axa imaginară). In fig. 19.f se prezintă un zoom în zona iniţială a răspunsului la impuls. Se poate constata că nu toate componentele răspunsului la impuls au aceeaşi pondere: când polii sunt în preajma originii, componentele dinamice aferente se sting repede şi se pot neglija. 
Sisteme cu răspuns la impuls finit. 

La sistemele cu timp continuu, întotdeauna răspunsul la impuls tinde asimptotic spre o valoare staţionară (se admite ipoteza că sistemul nu are poli în semiplanul drept). In consecinţă, ele se încadrează în clasa sistemelor cu răspuns la impuls infinit (ca durată), fiind adesea numite sisteme IIR (Infinite Impulse Response). Sistemele cu timp discret pot fi de tip IIR, dar – spre deosebire de cele cu timp continuu – există şi o clasă de sisteme cu răspuns la impuls finit. Acestea sunt numite sisteme FIR (Finite Impulse Response). Funcţia de transfer a unui sistem FIR este de forma :
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în care 
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 sunt eşantioanele răspunsului la impuls pentru timpul discret k=0 ; 1 ;2 ;…. ; n, iar h(k)=0 pentru k >n. 
[image: image31.emf]-2 0 2 4 6 8 10

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

h

0

 

h

1

 

h

2

 

h

3

 

h

4

 

h

5

 

h

6

 

h

7

  h

8

 

h

9

 

h

10

  k 

k(k) 


Fig. 20 Răspunsul la impuls al unui sistem FIR
In fig. 20 este ilustrat răspunsul la impuls al unui sistem FIR, având n=6. Funcţia de transfer a sistemului este
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10. Modele intrare-ieşire pentru sisteme multivariabile
10. 1. Matricea de transfer

Fie modelul de stare 
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al unui sistem multivariabil (fig. 21). Prin aplicarea transformatei Laplace în condiţii iniţiale nule, rezultă : 
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    Din relaţia (80) se obţine
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     şi înlocuind în (81),
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este matricea de transfer. Explicitând inversa matricii 
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unde

[image: image43.wmf](

)

(

)

det

D=

ssI-A







(85)

este polinomul caracteristic al matricii A.

Fie 
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, un element generic al matricii H(s), adică
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Acest element caracterizează dinamica canalului de interacţiune între intrarea j şi ieşirea i (fig. 21). In cazul sistemelor strict cauzale, H(s) este proprie (lipseşte termenul D). Funcţiile de transfer 
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Exemplu : Fie sistemul
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Din relaţia (84) se obţine
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cu 
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Matricea de transfer se poate pune sub forma
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 iar sistemul multivariabil are structura din fig. 22  .

 Variabilele 
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iar modelul intrare-ieşire în domeniul timp are :forma
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Se constată că partea stângă a ecuaţiilor diferenţiale asociate ieşirilor are aceeaşi formă şi aceiaşi coeficienţi, întrucât ea este generată de polinomul caracteristic Δ(s).


Rezolvarea în mediul Matlab® a problemei formulate se face cu secvenţa : 
A=[-1 5;-0.2 -2];B=[0.1 0;0 0.5];C=[1 0;0 1];D=[0 0;0 0];

sys=ss(A,B,C,D); % definirea sistemului in reprezentarea de stare

sys=tf(sys) %conversia: model de stare -matrice de transfer

Rezulatele care se obţin sunt:

Transfer function from input 1 to output...
#1:  
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Transfer function from input 2 to output...

#1:  
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Cazul sistemelor cu timp discret. 
Aplicând transformata z modelului de stare discret, 
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în condiţii iniţiale nule, se obţine matricea de transfer, într-o formă similară celei de la sistemele cu timp continuu :
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10. Reprezentarea frecvenţială a sistemelor

10.1. Principiul reprezentării frecvenţiale.

Un model matematic trebuie să descrie transferul: intrare u(t)  ieşire y(t). In domeniul timp, o formă de referinţă a modelului o constituie ecuaţia diferenţială ordinară de ordin (generic) n. Acesteia îi corespunde o funcţie de transfer raţională. Pentru o clasă de sisteme la care mărimile fizice depind şi de coordonate spaţiale, numite sisteme cu parametri distribuţi, modelul de referinţă este ecuaţia diferenţială cu derivate parţiale, iar reprezentare în domeniul « s » conduce la funcţii de transfer neraţionale. 

Modelele frecvenţiale au la bază o altă abodrare în caracterizarea transferului:  intrare u(t)  ieşire y(t). Variabilele u(t) şi y(t) sunt descrise prin funcţiile spectrale U() şi, respectiv Y() (transformatele Fourier ale variabilelor de intrare - ieşire). Este ştiut că aceste funcţii complexe exprimă:

· caracteristicile densităţilor spectrale de amplitudine: 
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· caracteristicile spectrale de fază.: 
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Modelul frecvenţial este definit prin intermediul a două caracteristici:

· caracteristica de amplificare, A(), care permite determinarea funcţiei 
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· caracteristica de faza (mai exact, de defazaj), (), prin care se determină funcţia
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Deci, în esenţă, modelul frecvenţial defineşte legătura dintre semnalele u(t) şi y(t), modelate spectral, utilizând caracteristici de frecvenţă, şi anume : caracteristica de amplificare şi caracteristica de defazaj (fig.23). In definirea acestei modalităţi de reprezentare a modelului, nu contează faptul că sistemul este cu parametri concentraţi sau cu parametri distribuiţi.


10.2.Răspunsul la frecvenţă al unui sistem.

Fie H(s) funcţia de transfer a unui sistem, la intrarea căruia se aplică semnalul armonic 
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unde amplitudinea U şi pulsaţia ω sunt date.
Întrucât sistemul este liniar, semnalul de ieşire în regim permanent este, de asemenea, sinusoidal : 
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Pentru obţinerea parametrilor Y şi   ai semnalului de ieşire, fără a integra ecuaţia diferenţială a sistemului, variabilele u(t) şi y(t) se pun sub forma: 
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In baza principiului suprapunerii efectelor, se va considera că termenul 
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 este rezultatul aplicării « intrării »  
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. Utilizând relaţia intrare-ieşire sub forma produsului de convoluţie 
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în care se înlocuieşte u(t) prin 
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, rezultă, 
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sau 
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în care      
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Deoarece amplificarea sistemului la pulsaţia   este raportul amplitudinilor Y şi U, iar defazajul dintre cele două sinusoide este chiar faza   ai semnalului de ieşire y(t), din relaţia (98) rezultă:
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Funcţia H(j) – numită răspuns la frecvenţă  – furnizează cele două caracteristici care descriu transferul intrare-ieşire, şi anume: caracteristica de amplificare, A(), şi caracteristica de fază, (). Ea poate fi pusă sub forma
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Dacă în ecuaţia (4.110) se utilizează termenii 
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 din descompunerea Euler a funcţiilor sinusoidale, atunci rezultă
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deci A() este o funcţie pară, iar () – impară.

Răspunsul la frecvenţă poate fi pus si sub forma
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unde P() este pară iar Q() – impară. 

10.3. Reprezentări grafice ale răspunsului la frecvenţă.
Determinarea răspunsului la frecvenţă se face înlocuind s=jω în funcţia de transfer şi calculând modulul şi argumentul funcţiei H(jω). Fie, de exemplu, un sistem definit prin distribuţia poli-zerouri:

p=[-1+i*1 -1-i*1 -3];z=[-1.5];

sys=zpk(z,p,5); pzmap(sys); axis([-4 1 -2 2])   
Funcţia de transfer şi răspunsul la frecvenţă sunt:
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In fig. 24 este reprezentată, în planul complex, distribuţia poli-zerouri (p1, p2, p3, respectiv z, notate prin P1, P2, P3, respectiv Z) şi punctul curent M de pe axa imaginară, rezultat ca urmare a substituţiei s=jω. Numărul imaginar jω este reprezentat în planul complex prin vectorul 
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Fig. 24. Calculul răspunsului la frecvenţă
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. Răspunsul la frecvenţă are modulul 
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şi argumentul
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Modificând punctul M, adică pulsaţia ω, se determină cu relaţiile prezentate amplificarea şi defazajul introdus de sistemul analizat. 
In general, reprezentarea grafică a răspunsului la frecvenţă se face în două moduri:

· locul de transfer (caracteristica Nyquist)
· caracteristicile logaritmice de frecvenţă (caracteristicile Bode)
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A. Locul de transfer (caracteristica Nyquist) este locul geometric în planul complex al vârfului vectorului H(j), atunci când ω variaza de la - ∞ la +∞. Uzual se utilizează ramura aferentă domeniului de frecvenţă [0 +∞). In fig. 25  se prezintă un exemplu de loc de transfer. Pentru un punct M de pe locul de transfer, căruia îi corespunde pulsaţia *, amplificarea şi defazajul se determină direct din diagramă : amplificarea A(*) este dată  de 
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In mediul Matlab®, trasarea locului de transfer se face cu funcţia nyquist. Cea mai simplă apelare este de tipul nyquist(sys),unde sys este un sistem definit prin funcţiile uzuale tf, zpk sau ss. Dacă se impun pulsaţiile la care se face reprezentarea, atunci trebuie utilizată apelarea  nyquist(sys,w), unde w este vectorul pulsatiilor discrete impuse. 
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Exemplu In fig. 26,a este ilustrat locul de transfer obţinut prin secvenţa : 

n1=[2 1];d1=[0.5 1.3 1];sys=tf(n1,d1); w=(0:0.01:100);nyquist(sys,w);


Pentru a se obţine locul de transfer numai pentru valorile pozitive ale frecvenţei (fig. 26,b), se poate utiliza secvenţa :

n1=[2 1];d1=[0.5 1.3 1];s1=tf(n1,d1);w=(0:0.01:100);

[re,im]=nyquist(s1,w);re=squeeze(re);im=squeeze(im);

plot(re,im);grid

Fig. 21 Sistem multivariabil
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Fig. 22. Structura sistemului (86)
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Fig. 26 Locuri de transfer obţinute cu funcţia Matlab® nyquist
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Fig. 25  Locul de transfer





Fig. 23 Ilustrarea reprezentării frecvenţiale a unui sistem
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