RECAPITULARE

Transformata Z directă
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Transformata Z inversă
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Proprietăţile transformatei Z
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Convoluţia semnalelor eşantionate
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Metode de calcul pentru transformata Z directă

Se pot utiliza două metode:

1. Calculul direct, utilizând relaţia de definiţie:
Treapta unitară 



[image: image11.wmf](

)

(

)

{

}

1

1

1

Uzuk

z

-

==

-

Z


Rampa unitară 


[image: image12.wmf](

)

(

)

{

}

(

)

1

2

1

1

e

Tz

Rzrk

z

-

-

×

==

-

Z


Exponenţiala 
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2.Calculul bazat pe transformata Laplace

Fie 
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, folosind schema dată în fig. 5.22. Se utilizează definiţiile introduse anterior:

(5.53)
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Fig. 5.22  Schema de calcul al transformatei Z
Prin aplicarea transformatei Laplace ecuaţiei (5.53), rezultă:

(5.54)
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Dar:

(5.55)
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,

atunci convoluţia imaginilor din (5.54) devine:

(5.56)
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Folosind relaţia (5.19), se calculează transformata Z:

(5.57)
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În ultima integrală se poate înlocui variabila u cu variabila 
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. Dacă 
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(5.58)  
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Fie semnalul 
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 reprezentat în fig. 5.23 şi definit prin:

(5.59)
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Transformata Laplace a acestei funcţii este:
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Fig. 5.23  Reprezentarea funcţiei (5.59)

Să calculăm 
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4.1. Calculul transformatei Z inverse

Se pot utiliza trei metode:

· calculul direct, folosind relaţia de definiţie (5.25);

· metoda seriei de puteri;

· descompunerea funcţiei X(z) în elemente simple.

1. Calculul direct

(5.60)
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Fie:

(5.61)
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sau 
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Exemplul 5.1: aplicaţie în Matlab
Fie:

(5.62)
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Dacă se notează cu 
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Fie 
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 o funcţie raţională, unde gradul numărătorului nu depăşeşte gradul numitorului. Această funcţie poate fi dezvoltată după cum urmează:

(5.63)
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. Atunci un program Matlab de forma:

num=[bn bn-1 … b1];

den=[an an-1 … a1];

[r, p, k]=residue(num, den)

permite determinarea vectorilor 
[image: image63.wmf]r

 şi 
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, ce conţin reziduurile şi polii, precum şi a coeficientului 
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 din expresia (5.63).

Pentru exemplul considerat, funcţia 
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deci comenzile Matlab sunt:

num=[2   –2.3   0.5]

den = [1   -2.3   1.7   -0.4]

[r, p, k]=residue(num, den)

Vectorii 
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 şi 
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 obţinuţi sunt:
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;

prin urmare, rezultă:

(5.64)
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de unde: 
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2. Metoda seriei de puteri

Fie 
[image: image73.wmf](
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Se realizează dezvoltarea în serie de puteri a acestei funcţii, împărţind numărătorul la numitor. Rezultă:
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Se consideră funcţia X(z) dată prin (5.61), adică 
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Împărţind numărătorul la numitor se obţine seria de puteri:
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Deci 
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Exemplul 5.2: aplicaţie în Matlab
Pentru funcţia 
[image: image81.wmf](
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 de forma (5.62) se foloseşte programul Matlab următor, care realizează operaţia iterativă de împărţire a polinoamelor.
clear all;

num=[2 -2.3 0.5 0];

den=[1 -2.3 1.7 -0.4];

for k=1:5,

   [q,r]=deconv(num,den);

   num=conv(r,[1 0]);

   v(k)=q(k);

end;

Programul calculează în vectorul v primele 5 valori ale variabilei 
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 şi generează rezultatele următoare: 
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3. Descompunerea funcţiei X(z) în elemente simple
Exemplul 5.3:   Se consideră funcţia X(z) dată prin (5.61), adică 
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şi apoi se realizează descompunerea ei în elemente simple:
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Se calculează coeficienţii 
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Deci 
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şi 
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Exemplul 5.4: aplicaţie în Matlab

Fie 
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Să considerăm 
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 în elemente simple, cu ajutorul funcţiei Matlab residue. Comenzile Matlab sunt:
num=[0.5  –2.3  2 ];

den=[-0.4  1.7 -2.3  1];

[r, p, k]=residue(num, den)

Vectorii 
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şi funcţia 
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Transformata Z inversă este:      
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care generează rezultatul (5.64).
5.8 Transformata Fourier discretă

Fie 
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 (fig. 5.24, a)). Este posibilă construcţia unui semnal periodic, 
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(5.65)
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Semnalul periodic 
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Se observă că spectrul SFC al semnalului 
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[image: image131]
[image: image242.wmf]L

Fig. 5.24 Caracterizarea spectrală a semnalelor neperiodice şi periodice
Fig. 5.24 bis Caracterica spectrală a semnalului esantionat
Să presupunem că 
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Caracteristica spectrală a semnalului eşantionat în banda de bază este:

(5.72)
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În această integrală se discretizează timpul t cu pasul de eşantionare 
[image: image141.wmf]e
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, rezultând:
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Se obţine: 
(5.75)       
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şi relaţia (5.72) devine:      (5.76)
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Să discretizăm axa frecvenţelor 
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 cu pasul 
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 (perioada de eşantionare a                     Fig. 5.26 Eşantionarea unei caracteristici spectrale introduce o periodicitate a semnalului
caracteristicii spectrale 
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Folosind (5.67), (5.74) şi (5.77), relaţia (5.76) devine:
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Deci:

(5.78)
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În relaţia (5.79) se discretizează timpul t cu pasul 
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T

, punând 
[image: image158.wmf]e

tkT

=×

, unde valorile lui k corespund intervalului 
[image: image159.wmf][

]

0,

t

: k=0,1,2,...,N-1. Rezultă:

(5.80)  
[image: image160.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2

11

**

0

00

1

e,0,1,1

e

e

e

jikT

NN

jikT

NT

e

e

ii

e

T

xkTxkXiXikN

NTN

p

p

t

w

--

==

º=×=××=-

åå

K


sau:

(5.80)
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Fie:

(5.81)
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numărul complex de modul unitar şi de argument 
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, steaua simetrică a vectorilor de modul unitar (fig. 5.25). Relaţiile (5.78) şi (5.80) devin respectiv:
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(5.83) 
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Fig. 5.25 Steaua vectorilor unitari 
[image: image168.wmf],0,1

i

uiN

=-


Transformata Fourier discretă directă este definită de relaţia (5.78) sau prin relaţia (5.82). Transformata Fourier discretă inversă este definită prin relaţia (5.80) sau prin relaţia (5.83).

Calculul transformatei Fourier discrete

Dacă se dezvoltă relaţia (5.82), pentru 
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, se obţin N relaţii algebrice, care pot fi scrise sub forma matricială (5.84).

(5.84)
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Pornind de la particularităţile matricii din relaţia (5.84) (identitatea liniilor şi coloanelor având acelaşi indice; 
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, etc.) a fost dezvoltat un algoritm de calcul rapid al valorilor 
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. Transformata Fourier discretă astfel calculată se numeşte transformata Fourier rapidă (TFR), sau FFT (Fast Fourier Transform – în limba engleză).

Semnificaţia transformatei Fourier discrete

Valorile 
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Fig. 5.26 Eşantionarea unei caracteristici spectrale introduce o periodicitate a semnalului[image: image245.wmf](
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Transformata Fourier discretă stabileşte o corespondenţă între valorile eşantioanelor lui x(k) şi 
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a – eşantionarea caracteristicii spectrale cu un pas 
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b – eşantionarea semnalului 
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c – şirul eşantioanelor 
[image: image188.wmf](

)

xk

, 
[image: image189.wmf]0,1, 1

kN

=-

K

 (care este o parte a semnalului eşantionat 
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Legătura între transformata Fourier discretă şi transformata Z
Transformata Z a semnalului eşantionat x(k) este:

(5.86)
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Se plasează variabila z pe cercul unitar şi se impune eşantionarea variabilei z pe acest cerc, cu pasul egal cu 
[image: image196.wmf]2
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 (vezi fig. 5.25). În acest caz, transformata Z devine transformata Fourier discretă:
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Produsul de convoluţie ciclic
Legătura dintre transformata Z şi transformata Fourier discretă permite transferarea înspre transformata Fourier discretă a celor mai multe dintre proprietăţile transformatei Z. Astfel, definind produsul de convoluţie ciclic al semnalelor discrete x1(k) şi x2(k), 
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De asemenea, definind convoluţia ciclică a imaginilor 
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Calculul numeric al transformatei Fourier discrete folosind Matlab

De obicei, calculul numeric este realizat folosind un algoritm de viteză de calcul maximă, care este algoritmul transformatei Fourier rapide (algoritmul FFT). Numărul de eşantioane ale semnalului trebuie să fie de forma 
[image: image206.wmf]2

m

, cu m întreg (de exemplu: 32, 64, 128, 256, 512, 1024…).

Comanda Matlab pentru calculul transformatei Fourier discrete este:

spc=fft(x,N),

unde x este vectorul care conţine eşantioanele 
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, reprezentând transformata Fourier discretă, definită de expresia (5.82). Dacă N nu este de forma 
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, funcţia fft generează acelaşi rezultat, dar timpul de calcul creşte sensibil.

Legătura dintre transformata Fourier discretă şi seria Fourier care descrie semnalul periodic eşantionat, 
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Cum 
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Observaţii:

1) În fig. 5.26, b) componentele 
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, pentru a cunoaşte modelul spectral al semnalului.

2) Conform relaţiei (5.85), avem 
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Exemplul 5.5:   Fie semnalul:

(5.96)
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, programul Matlab utilizat pentru analiza spectrală a semnalului este:

clear all;

T0=3.2;T=2*T0;Te=0.1;N=T/Te;om=2*pi/T0;

for i=1:N      %calculul eşantioanelor semnalului
   ind(i)=i;

   x(i)=-cos(om*(i-1)*Te)+1.5*sin(2*om*(i-1)*Te)+0.2;

end;

figure(1);stem(ind,x);grid;pause;

spc=fft(x,N);  %calculul transformatei Fourier directe
N1=N/2;

spc1=abs(spc)/N1; %calculul spectrului de amplitudini
spc1(1)=spc(1)/N;

figure(2);stem(ind(1:N1),spc1(1:N1));

grid;axis([0 32 0 1.5]);pause;

for i=1:N1,       %calculul spectrului de faze
   if abs(spc(i))<1e-7 spc2(i)=0;

   else spc2(i)=angle(spc(i));

   end;   

end;

figure(3);stem(ind(1:N1),spc2(1:N1));

grid;axis([0 32 -3.5 0]);pause;

xi=ifft(spc,N); 
%calculul transformatei Fourier inverse
figure(4);stem(ind,xi);grid;

C0=spc1(1);  

%calculul seriei Fourier trigonometrice
for i=1:N1,

   C(i)=2*real(spc(i+1))/N;

   S(i)=-2*imag(spc(i+1))/N;   

end;

for n=1:N,%calculul semnalului pe baza seriei Fourier trigonometrice
   xc(n)=C0;

   for k=1:N1 

      xc(n)=xc(n)+C(k)*cos(2*pi*k*...

(n-1)/N)+S(k)*sin(2*pi*k*(n-1)/N);   

   end;

end;

figure(5);stem(ind,xc);grid;pause;


[image: image228]
Fig. 2.1 Analiza spectrală a unui semnal (exemplul 5.8)
Programul realizează operaţiile următoare:

· reprezentarea grafică a semnalului (fig. 5.27, a));

· calculul transformatei Fourier discrete, 
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, şi calculul spectrelor de amplitudini şi de faze, 
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Eşantionarea caracteristicii spectrale este realizată cu un pas de eşantionare 
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 (fig. 5.26, b) şi c));

· calculul transformatei Fourier inverse, folosind funcţia 
[image: image239.wmf]ifft

; se obţine semnalul xi, care este practic identic cu semnalul iniţial, x;

· calculul parametrilor 
[image: image240.wmf]i
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 şi 
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S

 ai seriei Fourier trigonometrice. Pornind de la expresia analitică a acestei serii, se calculează semnalul xc, care este practic identic cu semnalul iniţial, x.
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