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Prefata

Modelarea matematicd a semnalelor are o importantd deosebitd in
problematica transmiterii §i procesdrii informatiei. “Transferul” unui semnal
printr-un sistem poate fi analizat utilizand o procedura de integrare a ecuatiei
diferentiale care leagd marimea de iesire din sistem (raspunsul sistemului) de
semnalul aplicat la intrarea sistemului. Aceastd abordare, de tip ,,temporal”,
are numeroase dezavantaje si limitéri, nefiind adecvata situatiilor curente, cand
semnalele au forme oarecare si nu pot fi descrise ca simple functii de timp. In
aceste situatii, singura abordare posibild si eficienta are la bazd modelarea
spectrala a semnalelor.

Obiectivul principal al acestei lucrari consta in prezentarea fundamentelor
modelarii spectrale a semnalelor. S-a pus accentul pe analiza semnalelor
deterministe cu timp continuu (analogice) si — mai ales — pe modelarea
semnalelor cu timp discret (numerice). S-au inclus si unele notiuni de baza
privind semnalele aleatoare. In ultimul capitol al lucririi este prezentati o
succinta introducere 1n analiza timp - frecventa a semnalelor nestationare.

Principalele notiuni introduse au fost ilustrate prin exemple. S-a acordat o
atentie deosebita prezentarii modalitatilor de utilizare a procedurilor incluse in
mediul Matlab, pentru rezolvarea unor probleme specifice de modelare a
semnalelor.

Prin continutul ei, lucrarea are in vedere pregatirea de baza a studentilor
de la diferite specializdri de inginerie electrica: in primul rand a studentilor
electronisti, dar si a celor de la specializarile de Automatica si Informatica
Industriald, de Actionari Electrice, etc.

Autorii tin sd 11 multumeasca domnului conf. dr. ing. loan Mitescu, care a
acceptat sarcina de a fi referentul acestei lucrari si ale carui observatii si
sugestii au contribuit la buna ei finalizare.

Aparitia lucrarii a fost posibila cu sprijinul financiar oferit prin grantul
Nr. 44081/16.11.1998, din cadrul Programului CNFIS.

Autorii, septembrie 2001
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Capitolul 1

INTRODUCERE

1.1.  Notiunea de semnal

Se numeste semnal o marime fizica masurabila, purtatoare de informatie,
care poate fi transmisa la distantd, receptionatd si/sau prelucrati. in cele ce
urmeaza, se va aborda problema modelarii formei semnalelor, fard a ne
preocupa de continutul in informatie al semnalelor.

Un semnal unidimensional, numit si semnal 1D, este o functie de timp,
notatd generic prin x(f), te€R. De reguld, marimea fizica variabild
reprezentand semnalul este o tensiune electricd. Totusi, in echipamentele de
automatizari se utilizeazd si semnale de altd naturd fizica, asa cum sunt,
de exemplu: curentul electric, presiunea aerului instrumental, deplasarea unui
corp solid. in telecomunicatii, semnalul 1D este intotdeauna o tensiune
electrica variabila in timp.

Fie 3, =[#,t,] suportul semnalului x(7), adicd intervalul de timp finit in

care se observd (masoard) semnalul. Functia x(f) se considera de modul
integrabil:

t
(1) [|x@|de<M <o, MeR,

|

adica x(¢)e ;.

u(t
@ > Sistem ) >
dinamic

Fig. 1.1 Sistem dinamic

Semnalele se pot aplica unor circuite sau, mai general, unor sisteme
dinamice. Fie u(f) semnalul aplicat la intrarea unui sistem si y(¢) semnalul
obtinut la iesirea acestuia, numit si 7aspuns al sistemului la semnalul de intrare
(fig. 1.1). Sistemele dinamice realizeaza prelucrarea semnalelor, conform cu
functiunile realizate de echipamentele electronice in care sunt inglobate.

Exemplificim cateva operatii uzuale de prelucrare a semnalelor:
integrarea unui semnal, derivarea acestuia, filtrarea (extragerea unor
componente spectrale ale semnalului sau, dupa caz, eliminarea componentelor
parazite), modulatia semnalelor, etc. De fapt, cele mai multe echipamente
electronice sunt formate din lanturi de sisteme dinamice, care realizeaza
prelucrari consecutive ale semnalelor, conform unei ,tehnologii” care
determind functiunile realizate de echipamentul respectiv.
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Semnalele pot fi: cu timp continuu si cu timp discret. In circuitele
analogice de procesare, semnalele sunt cu timp continuu, fiind adesea numite
semnale analogice.

Semnalele numerice pot fi generate de echipamente numerice sau se pot
obtine din cele analogice prin doud operatii:

e  esantionarea semnalului, adica discretizarea timpului ¢ cu un pas 7,
numit perioadd de esantionare. Semnalul cu timp discret, x(k7,), este notat
adesea cu x(k), unde k reprezinta timpul discret, adicd pasul curent de
esantionare;

e  cuantizarea  semnalului, adicd  discretizarea  amplitudinii
esantioanelor x(k). Se alege un pas de cuantizare, A, iar rezultatul operatiei
de cuantizare este un numar intreg, ¢ , astfel incat produsul ¢ - A sa fie cat mai

apropiat de amplitudinea esantionului cuantizat.

Uy

Sistem numeric Yk
—

(realizare software)

Fig. 1.2  Sistem numeric

Cele doud operatii se realizeaza uzual in cadrul unui convertor
analogic/numeric (A/N). La iesirea acestuia se obtine un sir de valori

numerice, {xk } , aferente momentelor de timp discrete k. Acest gir reprezinta
un semnal numeric. Intr-un sistem numeric (fig. 1.2), procesarea semnalului de
intrare, {uk } , In vederea obtinerii raspunsului { yk} se realizeaza prin mijloace
software.

Semnalele care au o evolutie ce nu este supusd hazardului se numesc
semnale deterministe. Alaturi de acestea, se Intalnesc si semnalele aleatoare, a
caror evolutie in timp este supusd hazardului, asa cum sunt perturbatiile care
afecteaza sistemele de transmitere si prelucrare a informatiilor.

u(xl’xz) . y(‘xl’x2)
— 3| Sistem2D | —

Fig. 1.3 Sistem 2D

Din clasa semnalelor unidimensionale mentionim: semnalul vocal,
semnalul radio (modulat in amplitudine sau in frecventd), semnalele furnizate
de traductoare ale marimilor fizice uzuale (temperatura, viteza s.a.) etc.

Semnalele bidimensionale, numite si semnale 2D, sunt — de reguld —
imagini. Fie u(x;,x,) un semnal bidimensional, in raport cu coordonatele

spatiale x; si x,. Marimea u reflectd valoarea nivelului de gri in punctul de
coordonate x; si x;. Ca si in cazul semnalelor unidimensionale, modelarea
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matematica a semnalelor 2D vizeaza facilitarea descrierii operatiilor de
prelucrare. Aceste operatii de prelucrare se realizeazd cu ajutorul sistemelor
2D (fig. 1.3). Semnalul de iesire din sistem, y(x;,x,), se obtine prin aplicarea
unor operatii specifice (filtrare, extragere contur, etc.) aplicate semnalului de
intrare u(x;,x,) .

Obiectivul acestei lucrari consta in descrierea modelelor matematice ale
semnalelor unidimensionale. S-a pus accentul pe semnalele deterministe cu
timp continuu (analogice) si cu timp discret (numerice). In privinta semnalelor
aleatoare, sunt incluse doar unele notiuni de baza.
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Capitolul 2

MODELAREA SEMNALELOR PERIODICE

2.1. Seria Fourier generalizata (SFG)

Instrumentul general de modelare a semnalelor periodice este seria
Fourier generalizata (SFG).

Fie un semnal u(f) observat intre momentele #, si #+7 (fig. 2.1). Acest
semnal se considera periodic, adicd pana la momentul ¢, s-a reprodus periodic
si dupd momentul #+7 se reproduce de asemenea periodic.

A

Fig.2.1 Semnal periodic

Considerand ca u(f) este un semnal in tensiune electrica, rezulta ca
puterea instantanee dezvoltatd in rezistenta R este p(¢) =u2(t)/ R. Se
considera ca energia dezvoltatad in decursul perioadei T este finitd, ceea ce
implica:

tg+T
Q1) | W)t <o;
)

SFG utilizeaza descrierea functiei u(f) cu ajutorul unui sistem de functii

liniar independente {goi(t)}, unde i=0,1,2,3,.... Exprimarea lui u(¢) prin SFG

este:
22)  u(r)= io a9, (1)

In practica, limita superioard a sumei este intotdeauna finita.

O prima problema care se pune este alegerea functiilor {g, (1)} _, , -

Prima conditie necesara este ca functiile sa fie liniar independente. Cerintele
suplimentare pe care le avem 1n vedere cand alegem sistemul de functii sunt
enuntate mai jos:

e  sd realizeze o bund aproximare, atunci cdnd limita superioard din
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N
suma, N, este data; dacd vom calcula eroarea intre u(f) si Y a;¢;(¢), adica:
i=0

N
e(t)=u(t)— 2 a;,¢;(), atunci se cautd ca aceastd eroare sa fie cat mai mica;
i=0
e sd poata fi usor generate. Din acest punct de vedere, se recomanda
functiile trigonometrice;

o  determinarea raspunsului unui sistem, cind la intrare se aplica
semnalul modelat, s se realizeze cu usurinta.

Fie un sistem liniar, la intrarea caruia se aplicd semnalul u(¢), prezentat ca
o dezvoltare dupa sistemul de functii ¢, (¢) (fig. 2.2).

u(t) Sistem (%)
2a.p,(t) liniar Xay, (3]

Fig. 2.2 Raspunsul sistemului liniar
Conform principiului superpozitiei, raspunsul yp(f) este de forma
% ay;(t), in care w;(t) este raspunsul sistemului la intrarea ¢ ()
i=0
(@;(t) > y;(t)). Scopul nostru este de a obtine raspunsul y(f) cu un volum de

calcul cat mai redus. Pentru aceasta, raspunsul y;(¢) trebuie sa se obtind cat

mai ugor posibil. Din acest punct de vedere, functiile trigonometrice sunt cele
mai avantajoase;

o determinarea parametrilor {a[} sd se realizeze cu usurinta.

Se va ardta in cele ce urmeaza ca, daca sistemul de functii este ortogonal,
calculul parametrilor {a;} devine facil.

Determinarea parametrilor {4}, i=0,1,2,..

Vom considera cd modelul contine un numar finit de parametri:
N

(2.3)  u@®)=2 a9
i=0

e  Cazul sistemului de functii ortogonale
Functiile sunt ortogonale daca:

to+T 0, i#j
4 ] ¢,-<t)-co,-(t)dz={c2 ,

t i. 1=]
to+T
unde C; reprezintd norma functiei ¢;(¢) . Notam: [ ()d¢=[(-)dr.
o T
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Fiej € {1,2,...N} fixat. Prin inmultirea relatiei (2.3) cu ¢,(¢) si integrare

pe intervalul [#y;fp+ T, se obtine:

N
I”(ﬂ?’j(ﬂdf = Z ai.[(”i(t)%'(t)dt >
T

T i=0

sau, tinand cont de proprietatea de ortogonalitate (2.4),

1 .
2.5 ajz—zfu(t)(oj(t)dt, j=12,..N
Observatii:

Se constatd cd parametrii {a;};-1,.. se calculeazd in mod independent,

fiecare fata de ceilalti.
Daca, pentru un N adoptat arbitrar, rezultd o eroare de modelare

inacceptabila, se adauga noi termeni si se calculeazd parametrii ay,;, Ay g, »

pana se obtine precizia doritd pe intervalul 7, fara ca parametrii determinati
anterior sa fie afectati.

e  Cazul sistemelor de functii neortogonale
Relatia (2.3) se inmulteste cu ¢;(7), unde j=0,1,2,...N. Cele N +1 relatii

astfel obtinute se integreaza pe intervalul T. Folosind notatiile:

(0.0,)= £¢[(t)¢j(t)dt, (u.0)= lfru(t)(p,- (H)dt,

rezultd un sistem de N +1 ecuatii liniare cu necunoscutele ag,a;,a,,...,ay :

ao(@0-00) + @ (@1, 00) + -+ ay (on-00) = (u.9p)
ag <¢0v¢1>+a1<¢1’¢1>+'"+aN <(/’N’(/’1>=<”’(/’1>

ap <(/70=¢N>+al <¢’1a(/’N>+---+aN <€0Na(/’N> :<ua¢N>

Acest sistem este compatibil determinat (sistem Cramer). Parametrii
{ai}i=0.1...n s€ obtin ca fiind unica lui solutie.

Observatii:

Volumul de calcul este foarte important. Parametrii nu se obtin in mod
independent, ci se obtine intregul set, {a;};=0.12... n-

Daca eroarea de aproximare la valoarea adoptatd a lui N nu este
acceptabild, atunci trebuie addugati termeni. In acest caz trebuie recalculati toti
parametrii din model (se reface toata procedura).

Daca functiile nu sunt liniar independente, sistemul liniar de ecuatii
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obtinut este degenerat (matricea sistemului devenind singulard, sistemul nu
mai admite o solutie unicd).

Notiunea de spectru

Ansamblul parametrilor se reprezinta grafic intr-o manierd specifica,
reprezentarea respectiva numindu-se spectru (fig. 2.3).

Fig. 2.3 Spectrul SFG al unui semnal

Unicitatea reprezentarii semnalelor prin SFG
Presupunem un semnal u(f), modelat printr-un sistem de functii

ortogonale {(pi (t)}i=1,2,... , de norma C. SFG are expresia teoretica:

@.6)  u(t)= io a,(1)

Presupunem ca se utilizeaza pentru modelare un numar finit de termeni, si
anume N. In mod riguros, nu ar trebui sd acceptdm cd in suma respectiva

parametrii sunt identici cu q, ; de aceea, parametrii din suma finitd se noteaza

cu b;,. Se obtine:

N
u(t) =2 bpi (1)
i=0
Se defineste eroarea (instantanee) de modelare:
N
@27 e@®=u()- _Zob,-%- Q)

Calitatea aproximarii pe intervalul [f,¢+T] este datd de infegrala
patratului erorii:

(2.8) I=[&*(t)dt
T

Din (2.8), folosind (2.7), rezulta succesiv:

N N N
I=[[u()~ Y b, (0P dt =[u* ()de =23 b; [ 9, (tyu(0)de + [[ 3 b0, ()T dt
T i=0 T i=0 T T i=0
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In partea dreapta a acestei relatii, termenul al doilea contine integrale care
sunt egale cu C? -a; (conform cu relatia 2.5). Dezvoltarea patratului din
ultimul termen conduce la integrale ce reprezintd produse scalare ale functiilor
@;(t) st @;(t), care sunt nule pentru i+, si la integrale care reprezinta

pdtratul normelor functiilor ¢, (), adicd C % Rezulta:

N N
I=[u*(0)dt—2C* Y ab; + C* Y b
T i=0 i=0

N
Addugand si scazand C? - a,-2 , se obtine:
i=0

N N
[=[u?(O)dt-C* Y a +C* Y (a; - b,)
T i=0 i=0

Se pune problema sa determindm parametrii b; care minimizeaza criteriul
de calitate 1. Valoarea minima a acestui criteriu se obtine atunci cand b=a;
unde i=0,1,2,...,N. Prin urmare, parametrii modelului cu numar finit de
termeni de dezvoltare sunt unici, indiferent de N, si sunt cei din expresia
teoretica (2.2). Integrala patratului erorii are expresia:

2 2 Y
(29) I=[u"()dt-C"Y g
T i=0
Intrucat >0 pentru N finit, rezulta:
N
(2.10) [u*(0)dt>C*Y a
T i=0

Relatia (2.10) poarta denumirea de inegalitatea lui Bessel.
Vom pune acum primul termen din relatia (2.9), sub forma:

[u?(6)de = [u(t)-u(t)dt,
T T

unde unul din factorii u(¢) se inlocuieste prin modelul (2.2). Rezulta:

[ul(6)=] u(r)-[i ap, (r)}dr = 3 a; - [u(t)p, (0)de
T T

i=0 i=0 T
In relatia de mai sus se utilizeaza relatia (2.5) si rezulta:

2 2% 2

(2.11) [u(®)dt=C"Y g
T i=0

Aceasta relatie reprezintd egalitatea lui Parseval. Ea are o interpretare

energetica: dacad u(f) este un semnal in tensiune, atunci integrandul uz(t) este
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puterea instantanee pe o rezistenta unitara, iar integrala este energia dezvoltata
in intervalul de timp 7. Se constatd cd aceastd energie se repartizeaza pe
componentele dezvoltarii din SFG, proportional cu patratele parametrilor a;,
i=0,1,2,...

Problema de analiza a semnalelor

Problema se formuleaza astfel: se da semnalul u(¢) si se cere spectrul sau.
Un analizor de semnal este un aparat care, primind la intrare semnalul u(?), 1i
furnizeaza la iesire spectrul. Schema de principiu a unui analizor de semnal
este data in fig. 2.4.

In structura analizorului intrd un generator de functii care furnizeazi setul
de functii @y(t), @;(?),... @y (¢). Analizorul implementeazad fie analogic, fie

numeric, expresia:

1 .
a; =Fju(t)(0,~(t)dt, i=0,L...N

i T

u(t) R 1 i a,
T g Ve

o] JL o a,
i o 10—

. : .
> X F'I(‘)df—%

?, (1) @ (@) @y (2)

GEIO O ---

Fig. 2.4 Schema de principiu a unui analizor spectral

Problema de sinteza a semnalelor

In acest caz, spectrul semnalului u(7) este dat si se cere s se sintetizeze
semnalul. Echipamentul care realizeaza operatia se numeste sintetizor; acesta
implementeaza relatia (2.3) si are schema de principiu datd in fig. 2.5.

Particularizarea sistemului de functii ortogonale folosit in modelare
conduce la obtinerea diverselor instrumente de modelare concrete. Astfel,
rezultd urmatoarele tipuri de modelari:

e cu functii trigonometrice, ceea ce conduce la analiza Fourier clasica;

e cu functii binare: functii Walsh, functii Rademacher, functii Haar,
functii Hadamard etc.;

e cu polinoame ortogonale: Legendre, Laguerre, Hermite, Cebasev etc.

10
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\4

A
v
g
A

\ 4

Z u(t)

aNO #X

?,(1) @ (1) Py (1)

Fig. 2.5 Schema de principiu a unui sintetizor de semnal

2.2. Analiza Fourier a semnalelor periodice
2.2.1. Seria Fourier trigonometrica (SFT)

In acest caz sistemul de functii ortogonale {g, ()}, o1,  ©Ste

{1, cos(wyt),sin(wyt); cos(2ayt),sin(2awyt);
(2.12) . L ,
...;cos(iayt), sin(iwyt);... }

cu

2
2.13) wy=—,
(2.13) o, T
unde 7 este perioada semnalului periodic, iar @, este pulsatia. Acest sistem de

functii nu are aceeasi norma. Pentru functiile trigonometrice sunt valabile
relatiile:

T . .

[ cos(imyt) cos( jayt)dt = PR

r 0, i#j
T
[sin(iwyt)sin(joyt)dt=42" /
r 0, i#j

o . . T . . .
Deci pitratul normei acestor functii este C> =5 In sistemul de functii

este si o constantd, si anume @,(f)=1. Norma acesteia se obtine

din: C,* =[1-1ds=T, deci componentei unitare din sistem ii corespunde

T
norma \/T .

11



Semnale, circuite si sisteme. Partea I: Semnale

Prin considerarea sistemului de functii (2.12) in seria Fourier generalizata
(SFQG), rezulta urmatoarea relatie:

(2.14) u(t)=ay -1+ a, cos(wyt) + a, sin(wyt) + ay cos(2awyt) + a, sin(2ayt)...
Utilizand notatiile: ay =C,, a; =C), a, =S, ,..., relatia (2.14) devine:
(2.15) u(t)=Cy+ 2. C;cos(iamyt) + Y. S; sin(iayt)

i=1 i=0

Calculul parametrilor se face aplicand relatiile generale (2.5) adaptate la
sistemul de functii (2.12).

Rezultd: C, = % [u(®)py(t)dt = % [u(z)-1d¢
T T

1
(2.16) Cy=—u(r)ds
Ty
Semnificatia fizicd a parametrului C, este aceea de medie a semnalului.
Ceilalti parametri se obtin conform relatiilor:

(2.17) Cizéju(t)cos(ia)ot)dt, i=12..
T

(2.18) Sizzfu(t)sin(ia)ot)dt, i=12,.
Tr
Relatia (2.15) reprezintd expresia semnalului u(f) in seria Fourier
trigonometrica (SFT), iar relatiile (2.16), (2.17) si (2.18) servesc la
determinarea spectrului din SFT (fig. 2.6).

C
“ 1 c o
| | 3w, | Sw, w
6 I >
0 w 2w 4o,
0 0 | 0 C5
Sl C3
S, S
2w, 3w, | | 1]
0 @, | I 4w, 5w, -
SZ SS

Fig. 2.6  Spectrul SFT al unui semnal periodic

2.2.2. Seria Fourier armonica (SFA)

Seria Fourier armonica (SFA) se obtine din SFT printr-o transformare
simpla asupra termenului general C; - cos(iwyt) +S; -sin(iwyt) , i=1,2...:

12



2. Modelarea semnalelor periodice

(2.19) C; -cos(iamyt) +S; -sin(iwyt) = 4; - cos(ivyt + ;) ,

unde:

(220) A4 =+C2+S?%, i=12,. 4,=C,,

S.
(2.21) (pi:—arctgg’, i=12,..

1

In aceste conditii, relatia (2.15) se poate scrie astfel:

(2.22) u(t)=4,+ %O: A; cos(imyt + ;)
i=1

Relatia (2.22) reprezinta expresia semnalului u(¢) in SFA, adica sub forma
de sumd de armonici, la care se adaugd componenta continud 4,. O armonica
de ordinul i are expresia 4, -cos(iwyt+¢;) si reprezintd o componentd
cosinusoidala avand pulsatia cunoscutd, iwm,. Aceastd armonicd este
determinatd prin doi parametri: amplitudinea si faza initiald. Valoarea i=1
corespunde componentei fundamentale, numita simplu fundamentala.

Spectrul SFA include spectrul de amplitudini si spectrul fazelor initiale,
ca in figura (2.7).

4,
4, A ,
4, 4, ;
| | .
6 (2N 2w, 3w, 4o, Sw, g
P s
@, | 3w, 4w, | w
0 2w, | Sw, g
Py
2] ?s

Fig. 2.7 Spectrul de amplitudini si de faze initiale la SFA

2.2.3. Seria Fourier complexa (SFC)

Fie armonica 4; -cos(iwyt +¢;) din SFA. Reprezentarea nesimplificata in
planul complex a acestei armonici se face printr-un vector rotitor de lungime
A; side argument iyt + @;

(2.23) Aie./(lwof+(/’;) =Al~eﬂw°t,
unde 4; = A.e’¥ este reprezentarea in complex simplificatd a armonicii i.

13



Semnale, circuite si sisteme. Partea I: Semnale

In relatia (2.23) vom da indicelui i si valori negative. Inlocuind in relatiile
(2.17) si (2.18) pe i cu —i, se obtine C_; =C; si respectiv S_; =—S,. Din
relatiile (2.20) si (2.21) rezultd ca, dacad schimbam i in —i, avem
A;=de " = Ai* (conjugata lui 4, ). Se obtine:

1 . 1 o
A; cos(iagt + @;) = E(A,-eﬂwot + A ey = E[A[ef(“‘")”‘”f) + Ao U0 =

A : .
= ?’[cos(ia)ot +@;) + jsin(iwyt + @;) + cos(imyt + ¢;) — jsin(ioyt + ¢;)]

In expresia (2.22), fiecare termen din suma se poate Tnlocui cu semi-suma
a doud exponentiale, conform cu relatia de mai sus. Se obtine:

(2.24) u(r)=4, +% OZO: A[ejiwot

i=—

Notand A4, =2- A4,, expresia (2.24) devine:

12 5
(2.25) u(t)zE > 4

i=—00

Relatia (2.25) reprezinta expresia modelului semnalului in seria Fourier
complexa (SFC). In aceasti expresie, factorii e/’ nu introduc nici o
informatie. Intreaga informatie despre model este inclusd in parametrii 4; .

Pentru calculul parametrilor complecsi 4, se tine cont de relatiile

. S, .
A =yC*+S? si g = —arctgé, din care rezulta ca:

1
ﬁ =G = JS,;
Vom utiliza aceastd relatie, ITmpreund cu expresiile (2.17) si (2.18) care
definesc parametrii SFT:

A4; = 2[.[ u(t) cos(iayt)dt — j [ u(t)sin(iewyt)dt] =
= % [u(t)[cos(imyt) — jsin(iwyt)]dt

T
sau:

(2.26) A = 2 [u(t)e 7™ dt
- T T

SFC este complet definitd de relatiile (2.25) si (2.26). Examinand acest
model se constatd prezenta in prima relatie a factorului ’%, iar in a doua relatie
a factorului 2. Este evident faptul ca modelul poate fi pus sub o forma mai
simpla, utilizatd uzual in aplicatii:

14



2. Modelarea semnalelor periodice

227) u(t)= 3 4"

(2.28) A4 = 1 [u(t)-e ' dt
—_ T T

Reprezentarea spectrald a semnalului in SFC este ilustrata in fig. 2.8. Aici
s-a considerat ca semnalul are in SFA spectrul din figura 2.7. Spectrul de
amplitudini din SFC are simetrie para. Trecerea de la spectrul de amplitudini
din SFA la cel din SFC se face divizand la 2 amplitudinile A4, si atribuind

amplitudinile injumatdtite inclusiv frecventelor discrete negative, —iq.

Spectrul fazelor initiale in SFC are simetrie impard, iar pentru frecvente
pozitive el este identic cu cel din SFA. Deci legatura dintre SFC si SFA este
data de relatiile:

1
229) |du|=2 45 pu=to,
1
4] =14 '41'='|Al'| [l=34 |a|-La,
A |=|4y] | ol F 4o _1 1
||474||:|A4| |__2| = 0 |£2||_2A2 |44||:EA4| %)
S, -40, 30, 20, -0, 0 w0, 20, 30, 40, >So, >
=3¢, e
~4g, e ®s
Sw, | 2w, o, | 3o 40, | o
| —4w, 3w, | —w, 0 2w, T
=S¢, 29, Py
| ?3

Fig. 2.8 Spectrul unui semnal periodic in SFC

Observatii:

1. Pentru simplificarea exprimdrii, s-a utilizat notiunea de ,,spectru” si in
cadrul SFC, chiar daca aici reprezentarea spectrald include marimi fara
corespondent fizic (frecvente negative).

2. La calculul parametrilor SFT cu relatiile (2.17) si (2.18) se tine cont de
urmatoarele reguli de calcul:

e  dacd u(?) este functie pard, adicd u(—t)=u(t), rezulta:

2T/2 4T/2
(230) §;=0; G=— [ u(p)de; == [ u(t)cos(iaopt)ds, i=1,2,..
0 0

e  daca u(¢) este functie impara, adicd u(—t)=—u(t), rezulta:

15



Semnale, circuite si sisteme. Partea I: Semnale

4T/2
(231) G =08 =— [ u(@)sinGioyt)ds, i=1,2,...
0

3. Fie u(f) semnalul modelat prin SFC, conform relatiilor (2.27) si (2.28).
Presupunem cé semnalul este intarziat cu timpul 7. Pentru obtinerea modelului
semnalului intarziat, u(z-7), se inlocuieste ¢ cu #-7in SFC, rezultand:

0 o (2 0 . ot O~ o
uit-7)= 3 AieﬂwO( -7) _ 3 Aie—ﬂwof.e]lwo =Y Aie.llwo ,

i=—0 i=—00 j=—00

unde A, = Ae /" Constatim ca ‘Z ‘ =‘A1-

se modifica, dar fazele initiale sunt afectate de Intarziere:

, deci spectrul de amplitudini nu

(232) @ =@ —imyr

Aplicatia 2.1:
Sa se determine SFT, SFA si SFC pentru semnalul din fig. 2.9.

A
u(t)
M
2

T

-5 1
Fig.2.9 Semnal de tip ,,sinus patrat”

Intrucat functia are simetrie impara, se aplica relatiile (2.31):

T/2
47/2 . 4 ont 4 1- jwyT /2
S =2 1w sinayde = [ <) | _ 4 1 cosiaT/2)
T 0 T 1@, 0 T 1@,
Inlocuind @, =27/T se obtine:
4 i impar
Si = 7Z'i’ P
0, ipar
CO Cl C2 C3 C4 CS 6
- . - . . - 0
4 4
S, S = —
4 3 37z Sx
; / Ss/
.2 .4 | 'S.vé eee . W
@, 3w, Sw,

Fig. 2.10 Spectrul SFT al semnalului din fig. 2.9
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2. Modelarea semnalelor periodice

Valorile nenule ale parametrilor S, se obtin pentru i =2k +1 (k=0,1,...)
4
1 au expresia S =———: k=0,1,... Cu parametrii C; si S; dedusi,
$ p 2k+1 72'(2]( N 1) p i S i $
expresia (2.15) devine:

o0

(2.33) u(t)z%- > 2k1+1

-sin[(2k + 1)yt ]

Spectrul SFT este reprezentat in fig. 2.10.

4 4 4
4, kY4 hY/4
T v AS/
Az A4 | A6 o
@, 3w, Sw,
. . . . - ©
T 2 @ ®s

Fig. 2.11 Spectrul SFA al semnalului din fig. 2.9

Daca se exprima func‘gia sinus prin functia cosinus, expresia (2.33) devine:

(2.34) u(?) =; p2 02k cos[(2k+1)a)0t—7r/2] ,

reprezentdnd SFA. Existd numai armonici de ordin impar, caracterizate de
relatiile:

4 1
A = =-r/2; k=0,1,...
241 T Pok+1 /
2 = 2
.57 3z | | Sroo...
| - - | )
—Sw, 4w, 3w, 2(0 -, @, 2(0 3o, 40, Sw, 6,
i
) . 2 o, ) 3w, ) Sw, o
-Sw, 3w, -, T

Fig. 2.12 Spectrul SFC al semnalului din fig. 2.9

Spectrul de amplitudini si de faze initiale din SFA este reprezentat in
fig. 2.11. In conformitate cu relatiile existente intre spectrele SFA si SFC, se

17



Semnale, circuite si sisteme. Partea I: Semnale

deduce spectrul SFC, reprezentat in fig. 2.12.
In fig. 2.13 sunt prezentate graficele semnalului u(f) si ale semnalului
u(t) calculat cu SFA contindnd numai armonica 1 (i =1), respectiv contindnd
2 armonici (i =1,3), 3 armonici (i =1,3,5) si 4 armonici (i =1,3,5,7).
Programul Matlab utilizat pentru generarea aproximarilor lui u(f) prin
SFA este:
clear all;
T=1;w=2*pi/T;
t=0:0.01:T;u=sign (sin(w*t)) ;
plot (t,u);grid;hold on;
for i=1:4,
u=0;
for k=1:1i,
u=u+sin ((2* (k=-1)+1) *w*t) / (2* (k=1)+1) ;
end;
u=u*4/pi;
plot(t,u, "k");
end;
hold off;

LS ru(t) 17213
A/ ‘

XD u(r)

/e
\

0.5

z
T
%% 01 02 03 04 06 07 08 09 Al
-0.5 i=1
. 2
| REREXS
1=1,3,5,7 i=135 /"
-1.5

Fig. 2.13 Semnalul u(?) si diferite aproximari ale sale prin SFA

Observatie:

Spectrul unor semnale se poate obtine din spectrul cunoscut al unui
semnal de referintd, prin insumarea unei constante si/sau modificarea scarii
si/sau operatie de intarziere. De exemplu, considerand u(¢) din fig. 2.9 ca
semnal de referintd, semnalul periodic din fig. 2.14 se scrie:

w (£)=1.5+0.5-u(t — 1)

18



2. Modelarea semnalelor periodice

Avand 1n vedere relatiile (2.32) si (2.34), spectrul SFA al semnalului
u,(t) este:

2 2 1 T
u (t)=15+—- cos| 2k+V)wy -t ———-QRk+Daw, -t |,
(O=15+2 3 o [( oy 1=~ 2k +Day 0}
deci:
2 1 T
=1.5; 4 = — =———2k+Da, -t
4 24 = Pk =75 ( )y -ty
A
t
2 ul() Z
o 2
1
| P T ‘
ol R
0 t

Fig. 2.14 Semnal derivat din semnalul u(?), dat in fig. 2.9

Aplicatia 2.2:

Fie x(¢) un tren de impulsuri de arie unitara, reprezentat in fig. 2.15. Sa se
modeleze semnalul prin seria Fourier, stiind ca 7=1 ms si 7=0.2 ms.

1/1.“ x(t)

I
-T T |7 T
2 2
Fig. 2.15 Tren de impulsuri de arie unitara

Se utilizeazd SFC. Pentru a calcula parametrii 4; folosim relatia (2.28):

T
21 . 1 1 2
= —e /Mt =—| ——e /' =
2

[u(t)e ™' dt =
T

1
T

~ |-

(2.35) Tz —jiey c

| .
=—sinc ﬂ
T 2
unde sinc(-) este functia sinus cardinal. Rezulta parametrii 4, si ¢, :

(2.36) Aoz‘ﬁ‘z%; 4, =2‘ﬁ‘=%sinc(ir%j, i=123...

19
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0, pentru sinc[%} >0

237) ¢ = )
. [ ity

-7, pentru s1nc[7j <0

Graficul functiei sinc(x) este dat in fig. 2.16, a). Reprezentarea semnalului
cu ajutorul SFC este:

238) x(1)= ¥ Aei =L ¥ Smc[wg)fj,ejmot

i=—0 i=—©

A

sinc(x) 1

a) b)
op o

YT |-
SN X ]
2r 2z

N
_______ 0.2___ \l .fo .

=y

24,

Fig. 2.16 Functia sinus cardinal a) si spectrul unui tren de impulsuri b)

. . . - E10)
Functia sinus cardinal se anuleaza pentru Tozikﬂ sau, altfel,

1

éZﬂfor =+krx. Deci 4 =0 pentru frecventa f*=+—, f; :%, si pentru
— T

i2f*,i3f*,.... Spectrul SFC este reprezentat in fig. 2.16, b). Se observa ca
AS :Alo :"':0.

Pornind de la relatia (2.29) se poate construi spectrul de amplitudini (fig.
2.17, a)) si de faze (fig. 2.17, b)), care caracterizeaza seria Fourier armonica.

2 . wr 2 . 2o
—sinc —sinc—2-
) / :
l\ %sincMTor
T
a)
N,

0 Jo 2fy e 5SS

6f, .. !/
Y Y I I I

Fig. 2.17 Spectrul de amplitudini si de faze al unui tren de impulsuri
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2. Modelarea semnalelor periodice

Aplicatia 2.3:

Fiind dat un tren de impulsuri cu arie unitara, avand perioada 7 =2s si
durata 7=0.2s, sda se realizeze programul care efectueaza urmatoarele
operatii:

e calculul componentelor spectrale aferente SFC;

e reprezentarea in acelagi grafic a semnalului dat (pe o perioadda a
acestuia), cat si a semnalelor calculate pe baza unui numar finit de armonici
din spectrul determinat. Se vor considera 9, 19, si 29 armonici in spectru.

0.5 0
0.45

-0.5
0.4
0.35 -1
O.j _1 5
0.25
0.2 -2
0.15 25
0.1 B ;
003 [ TLLL T8} T8 offTTt00 oot R006

0 5 101520253035404550 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fig. 2.18 Spectrele de amplitudini ‘A[‘ si de faze ¢,

Lista comentata a programului Matlab este urmatoarea:

clear all; clg;
%parametrii trenului de impulsuri
T=2;w0=2*pi/T;tau=0.2;Amplit=1/tau;
%calcului parametrilor modelului spectral
A=zeros (1,50) ;phi=zeros (1, 50) ;
for i=1:50,
alf=(1i-1)*w0*tau/2;
alf=alf/pi;
A(l,1i)=abs (sinc(alf)/T);
phi(1l,i)=-angle(sinc (alf));
end;
%se calculeaza vectorul ind, necesar in reprezentarea graficd a spectrului
for i=1:50,
ind(i)=1i-1;
end;
%reprezentarea spectrului SFC (numai pentru frecvente pozitive)
figure (1)
stem (ind,A (1, :));grid;
figure (2)
stem(ind, phi (1, :));grid;
%generarea trenului de impulsuri §i reprezentarea lui grafica
x1l=zeros (1, 900) ;x2=Amplit*ones (1,200);
x3=zeros (1,900) ;x=[x1 x2 x3];
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dt=0.001;t=[-T/2+dt:dt:T/2];
figure (3);
h=plot (t,x,'k");set (h, 'LineWwidth', 2) ;
axis([-1 1 -1.5 7]);hold on;
%calculul semnalelor deduse pe baza spectrului determinat
%se utilizeaza 9, 19 si 29 armonici in spectru; se reprezintd aceste
%semnale pe un grafic comun cu cel al trenului de impulsuri
for 3=9:10:29,
xy=A (1) *ones (1,2000) ;
for i=1:7,
xy=xy+2*A (1, 1+1) *cos (1*w0*t+phi (1, 1+1));
end;
plot(t,xy,'k");axis([-1 1 -1.5 7]);end;grid;

6 x(7) i

1 N

0

-1
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 2.19 Semnalul x(7) si aproximarea acestuia printr-un numadr finit de armonici

6 o 1929

| ] T
o
T |

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

Fig. 2.20 Detalierea zonei centrale din fig. 2.19
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2. Modelarea semnalelor periodice

In fig. 2.18 sunt date comnponentele spectrale ‘Ai‘ si ¢, din SFC,

aferente frecventelor pozitive. In fig. 2.19 este reprezentat semnalul x(¢) si
aproximarile acestuia prin considerarea a 9, 19, si 29 armonici. Pentru a
discerne mai bine calitatea aproximadrilor, 1n fig. 2.20 s-a reprezentat, la scara
de timp, zona centrala din fig. 2.19.

2.3. Utilizarea sistemelor de functii binare ortogonale in
modelarea semnalelor periodice

In acest caz, functiile ortogonale din sistemul {(oi (t)} , utilizat in

i=0,1,2,...

0
dezvoltarea u(t) = > a;¢,(¢), pot lua doar doua valori. Principalele functii din
i=0
aceastd categorie sunt: functiile Walsh, functiile Rademacher, functiile
Hadamard si functiile Haar.

2.3.1. Analiza Fourier - Walsh

Functiile Walsh sunt functii ortogonale, definite pe o bazd de timp,
numitd si suport, [0; T], T fiind perioada. Frecvent se utilizeaza ca suport
domeniul [-7/2; T/2]. De asemenea, se poate utiliza un domeniu de timp

normat: 6= t/T. In acest caz, suportul este [0; 1] sau [-1/2; 1/2].

Reprezentarea grafica a primelor N=8 functii Walsh este data in fig. 2.21.

i Ywal,0), i=0,7
0 F——— ——0,
! : : : b : : v
R —— 0
[ : : : : : : b
2 : LA
L I ] S g
3 —— ; s 9; R
A= e—u
5 — — 10
6 . ™1 ] A
—1 ! I
T/ r— Y — i
212 | ] | I I | /2

Fig. 2.21 Primele 8 functii Walsh

Intervalul [-1/2; 1/2] s-a impdrtit in N subintervale egale, de litime A,

numarul subintervalului fiind o putere a lui 2: N =27 ;1in fig. 2.21 p=3.
Functiile Walsh se noteaza prin wal(i, §), i=0,1,...N-1. Prin analogie cu
functiile trigonometrice, functiile Walsh pare se noteaza:
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(2.39) cal(k,0) = wal(2k,0), £=0,1,2,..N/2-1
iar cele impare
(2.40) sal(k,0)=wal(2k +1,0), k=0,1,2,..N/2-1

Indicele & din functia cal(k, £) aratd numarul de intersectii ale abscisei din
jumatatea bazei de timp si se numeste secventa functiei.

Norma functiilor Walsh, definite in raport cu timpul normat 6, este 1.
Daca se utilizeaza timpul fizic, 7, norma este \/T .

Dezvoltarea unei functii periodice u(¢) in sistemul de functii Walsh este:

2.41) u(t)=aywal(0,6)+ S a.wal(i,), 0<¢<T,

i=l1

in care:
1 1
ay = [uOywal(0,0)dr = — [u(e)dr
(2.42)
a; =— [u()wal(i,t)dt, i=12,..
Ty
a, a,
a, a, s ‘
a) 2 5 @ l U >
o1 [ 3 a1 e 7
a, ds
c, =4a, ¢, =a, C; =d,
! k
0 2 3 ]
b) oare i
So =4 Slza; i 5 =4,
> k
0 1 | 3
S, =ds

Fig. 2.22 Spectre in analiza Fourier-Walsh, conform modelelor (2.41) a) si (2.43) b)

Expresia (2.41) se poate pune sub forma:

N N,

Q43) )= 3 ealtk,n+ 3 spsal(k,r)
k=0 k=0
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2. Modelarea semnalelor periodice

in care:

(244) ¢ =ay = % [u(t)cal(k,t)dt, k=0,1,2,...
T

(245) Sk = a2k+1 :%J‘M(t)sal(k,t)dt, k = 0,1,2,...
T

Spectrul semnalului modelat prin relatiile (2.41) si (2.43) este reprezentat
in fig. 2.22, a), respectiv 2.22, b).

Generarea functiilor Walsh se face, de regula, prin relatii iterative. Vom
ilustra doua astfel de proceduri.

Procedura 1. Se initializeaza wal(0,6), cu valoare unitard pentru |c9| <1/2

si zero in rest. In continuare, wal(i+1,0), se calculeazd pe baza functiei
anterioare, wal(i,0), i=0,1,2, ..., utilizand ecuatia:

U foalfon!
wal(2j+1,0) = (-2 '{Wal{j,2(0+zﬂ+

+(=1)/"! -wal{j,Z(é’ —%ﬂ}

cu j=0,1,2,..; [=0,1,iar [j/2] este partea intreagd a lui j/2.

(2.46)

4 wal(0,0)

: f 0,

V2 Ayaee) Y2
. | 0,

4+ wal(0,20+1/2)
f 5 0,

A wal(0.20-1/2)
N

1 A wal(1,0) |
: 6.
1

Fig. 2.23 Generarea functiei wal(1,6)

Exemplul 2.1:

Calculul functiei wal(1,6) pe baza functiei wal(0,6). In cazul functiei
wal(1,6), indiciij si/sunt: j=0 si /=1. Aplicand relatia (2.46), rezulta:
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(2.47) wal(1,0) = (-1)- {wal(0,29+%j +(=1)- wal[0,29—%ﬂ

In fig. 2.23 este ilustrati constructia functiei wal(1,6), pe baza celor 2
termeni din partea dreapta a expresiei (2.47).
Calculul functiei wal(5,6) se face punand j=2 si /=1. Rezulta:

(2.48) wal(5,0) =(-1)* -[Wal[l 20+ %) +(=1)°- Wal(2, 20— %H

Generarea functiei wal(5,6), este ilustrata in fig. 2.24.
A

wal(2,0)
12 —1 12
Lo . 6,
4 wal(2,20)
- 0,
4 wal(2,260+1)2)
oo 0

T waju(z:,z o 1/?2)

L

4 wal(5,0) |

v

v

Fig. 2.24 Generarea functiei wal(5,6)

Procedura 2. Se noteaza prin »=0,1,...N —1 intervalul discret In care se
imparte baza de timp a functiei. Dupa initializarea functiei wal(0,r), calculul
iterativ al celorlalte functii se face cu relatia:

(249) wal(2j+Lr) =D {wal(,20+(-1)" Wa{f'»z(r _?H
cu j=0,1,2,.;7=01; r=0,1,.,N-1.
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2. Modelarea semnalelor periodice

Exemplul 2.2:

Deducerea functiei wal(1,7) din wal(0,7) se face cu relatia (2.49), in care
sepune j=0 si /=1. Considerand N=4, rezulta:

wal(l,7)=(-1)- [Wal(O,Zr) +(—1)-wal(0,—4 + 2r)]

Constructia functiei este utilizata in fig. 2.25.
A wal(0,r)

0 1 2 i3 |,
A wal(0.2r)
| N
: wal(o,—4+2r;)
g ’
| >
A '
1 Wal(l?r)
1 ” -
-1

Fig. 2.25 Constructia functiei wal(1,r)

Aplicatia 2.4:

Sd se efectueze analiza Fourier-Walsh a semnalului x(7) = sin(@yt) ,

2z N o .
Wy = E considerand numai primele 6 functii Walsh.

x(6)
| 0
_lM !
2 2

Fig. 2.26 Semnal sinusoidal

v

Se face schimbarea de variabild: 6=¢/T; rezultd x(0)=sin(276)
(fig. 2.26).

Se calculeaza coeficientii a;, i=0,1,...,5, din relatia (2.41), conform
expresiilor (2.42). Deoarece functia x(f) este impard, rezultd
ag =a, =a, = ag = 0. In continuare:

1/2 1/2 )
a = [ x(0)-wal(1,)d0=2- [ sin(270)d0 =—=0.636
-1/2 0 7
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1/2
a = | x(6) wal(3,0)d0=0
-1/2
18 38
as=4- [ sin2z0)d0-2- [ sin(276)do
0 1/8
4 x(0) o X(0)
N ; : %, 0
o, i g

Fig. 2.27 Aproximarea lui x(&) prin )}((9) in analiza Fourier - Walsh

In ultima relatie de mai sus, calculam fiecare termen:

18
[ sin(270)d0 = L cos(27z6?)|é/8 _L (1 _ coszj
0 2z T 4
¥ 1 38 1 2
in(270)d0 = — - cos(270 I ek
1}.88111( ) 2 (27 )|l/8 z 2
Se obtine:
as =i(1—coszj=£-£=—0.265
V4 4) & 2

Deci, semnalul x(8) se aproximeaza (vezi fig. 2.27) prin expresia:

x(0) = a; - wal(1,0) + a5 - wal(5,0)

A rad(1,0)
BN BN o
412d2,0) |
— 0,
ERERET
HERE NN
BERERERE

Fig. 2.28 Functii Rademacher
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2. Modelarea semnalelor periodice

2.3.2. Analiza Fourier - Rademacher

Functiile Rademacher se genereaza cu relatia:

(2.50) rad(i,d) = sign[sin(Zi 7;9)} ,

unde 0 €[-1/2,1/2] este timpul normat.

Primele 3 functii Rademacher sunt ilustrate in fig. 2.28. Din relatia de
definitie (2.50), se constata ca toate functiile sunt impare, deci ele nu formeaza
un sistem complet de functii ortogonale. in consecinti, ele pot fi utilizate
numai pentru modelarea semnalelor cu simetrie impara.

2.3.3. Analiza Fourier - Hadamard
Functiile ortogonale Hadamard se genereaza cu relatia:
sign[cos(ZkﬂH)}; k=0,1,2,...; i=2k

(2.51) had(i,§) =
(-1 -sign[sin(Zl‘”ﬁHﬂ; k=0,1,2,...; i=2k+1

unde € este timpul normat. Ele formeaza un sistem complet de functii
ortogonale, ca si functiile Walsh.
In fig. 2.29 sunt ilustrate primele 5 functii Hadamard.

4 had(0,0)
R o,
2 A hadcro) | 2
i 0
. 4 had2.,0) | |
T . 0k
4 had(3,9) |
1 H 0k
4 had(4,0) |
5 0

Fig. 2.29 Functii Hadamard
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2.3.4. Analiza Fourier - Haar
Sistemul de functii ortogonale Haar {har(i, 0)}, i=0,1,2,... este definit
prin relatiile:
har(0,8) = wal(0,9)
har(1,0) = wal(l, )

\27 pen‘[ruﬂﬁékarO'5
27 27

(2.52) har(2? +m,0)= 2P pentru mpo.S co< ,7,2:1 ,

0 in rest

unde p=0,1,2,... si m=0,1,2,..2°7 —1.

* har(0,0)
. ,———. .
T SURPR AN T O I
e e S N
1 e ———
Ahar(z’e)i 1 1 : : 1
V2 L 0,
4 har(3,0) :
N2 T | 0,
—\/E. H 1 1 1
 hhard.0) i
I 0,
Abars.0) 00
) asr(,) ,
, phar6.0). | |
. z 0,
Ao |
T 'R
-2

Fig. 2.30 Functii Haar
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2. Modelarea semnalelor periodice

Notand prin k=p gradul functiei §i prin j=m+1 ordinul functiei
(j=12,.,25), relatia (2.52) se mai poate scrie ca in ecuatia de mai jos:

2k pentruj_le0<J_l?'5
2 2

(2.53) har(k, j.0)=4—2F  pentru < ;,?'5 sa<2ik
0 in rest

Norma functiilor Haar, exprimate in raport cu timpul normat, este unitara.
Modelul Fourier — Haar al unui semnal u(?) este:

(2.54) u(0)= X a;-har(i,0).

i=0

1
unde a; = [u(6)-har(i,0)do .
0
Reprezentarea grafica a primelor 8 functii Haar este data in fig. 2.30.

2.4. Analiza polinomiala a semnalelor periodice

In SFG, sistemul de functii utilizat la modelarea semnalului u(?) se deduce
pornind de la un set de functii polinomiale, de forma {F(z)}_,, . Daca

acestea satisfac relatia:

0, pentru i+ j

(2.55) ; POB(0)P;(0)dt :{c;, pentru i=j’

atunci polinoamele se numesc ortogonale in raport cu functia de ponderare
p(1). Daca relatia (2.55) este adevarata atunci sistemul de functii: {¢,(1)} _ ,

in care @;(t)=+/p(t)-P(t), este un sistem de functii ortogonale si se
utilizeaza efectiv in SFG. Parametrii a; din SFG se calculeaza cu relatiile:

(2.56) aizé-ju(t)\/p(t)-f;(t)dt, i=1,2,.
i T

1

In cele ce urmeazi sunt prezentate principalele functii polinomiale
utilizate In modelarea semnalelor.

Polinoamele Legendre. Aceste polinoame au functia de ponderare egala
cu 1, deci sunt efectiv polinoame ortogonale.

Polinoamele Laguerre, cu functia de ponderare p(t)=e™’, te [0;00). Ele

se genereaza cu relatia recursiva:
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Ly (6)=(t =20 =1)- L)) =% - Ly (¢)

2
Polinoamele Hermite, cu functia de ponderare p(f)=e ' , te (—oo;oo) .
Ecuatia utilizata pentru generarea acestor functii este:

Hi(6)=2t-H;(1)=2i-H; (1)
Polinoamele Cebagev, cu functia de ponderare

pt)=

1 . . .
=, 1€ [-1;+1] si ecuatia recursiva de generare:
1—-¢

Cin()=2t-C;()-C,; ()

Observatie:

In principiu, in SFG, putem adopta orice sistem de functii, cu conditia ca
acestea sa fie liniar independente.

Daca se adopta sistemul { f,-(t)}l,:1 de functii liniar independente, este

2,.
oportun ca el sd se transforme Intr-un sistem de functii {(pl- (t)} ortogonale,
pentru ca determinarea parametrilor SFG sa se faca usor. Se stie ca, daca este
indeplinitd conditia [¢,(¢)-@;(1)dt=5;, unde o, este simbolul lui
T

Kronecker, atunci sistemul este ortonormal.

Trecerea de la sistemul initial de functii { fi(t)} , liniar independente, dar
neortogonale, la sistemul de functii ortonormale {(p,- (t)} , se face prin

procedura generalid Gramm-Schmidt de ortogonalizare.
O prezentare elementard a acestei proceduri este data in cele ce urmeaza:
e  Se considera ¢,(f) definitd ca: ¢;(¢) =q, - f;(¢), si1 se impune conditia

ca norma functiei ¢,(¢) sa fie unitara:
<(/?1,(/’1>=1 = igolz(t)dtzl,
adica:
af -] 2 (Dde =1,
T

de unde se obtine a;.
o Utilizadnd f,(?) si f,(?), se defineste @, (?):

¢y (O)=ay [ /1) +a5- fr(2)]

Din conditia ((ol ,(02> =0 rezulta as, iar din ((02,(p2> =1 se obtine a,.

. Functia ¢;(¢) se defineste sub forma:
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2. Modelarea semnalelor periodice

o) =ay-[f1(O)+as- fL() +ag - f3(D)]

Conditiile <(p1,(p3>=0 si <(p2,(p3>=0 se folosesc pentru determinarea
parametrilor as $i ag, iar pentru determinarea lui a4 se foloseste conditia
<¢3a(ﬂ3>=1-

e Procedura se repetid pand cand sunt implicate toate functiile din
sistemul initial, { f;(¢)} .

Dintre functiile initiale, { fi(t)}i=1,2,...’ cel mai des apelate iIn modelarea

semnalelor, facand obiectul operatiei preliminare de ortogonalizare, sunt

—ait

functiile exponentiale, f;(t)=e “", cu valori impuse pentru ¢, .
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Capitolul 3
MODELAREA SEMNALELOR NEPERIODICE

3.1. Analiza spectrala a semnalelor utilizind transformata
Fourier
Se cautd modelul unui semnal neperiodic oarecare, u(t), de modul

integrabil (fig. 3.1, a)). Pentru aceasta se utilizeazd un alt semnal, periodic,
notat prin u; (t) , care intr-o perioada T poseda forma semnalului u(t) (vezi

fig. 3.2, b)).

1 1

1 1

1 1
A |
1 1

1 1

1 1

1

N

Fig. 3.1 Semnal periodic obtinut dintr-un semnal neperiodic

T

Sa modeldm semnalul periodic u; (t) prin SFC:

G =5 % el

[=—00
si, deoarece 1n perioada 7 avem u(f) = uy(¢),

(B2 4= 1 [up (t)e /™' de = 1 [u(t)e /™ ds
- Ty Tr

3w, 20, -0, O o, 20, 30,

o
Fig. 3.2 Pulsatiile discrete din SFC

Inlocuind (3.1) in (3.2), se obtine uy (1)= X {%ju(t)e_ﬂw‘)tdt]eﬁwot,
T

i=—0

sau:

(3.3) ”T(f)=L > {I“(f)ej"‘”otdt]eﬁ”ﬂta)o,

272' i=—o| T
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cu @y =27x/T . Parametrii 4, ai SFC sunt asociati pulsatiilor i@, (fig. 3.2).

—Aw Aw idw

Fig. 3.3 Pulsatiile discrete pentru o perioada 7 foarte mare

Sa consideram acum o crestere importantd a perioadei 7. Sa notam
pulsatia— care devine foarte micd — prin Aw, deci o, = Aw (fig. 3.3). Relatia

(3.3) devine:

(3.4) uT(t)=2i i Du (1) eﬁA‘“’dt}-eﬁA‘”’.Aw

”i:m T

In continuare se admite ca perioada 7, in care se Incadreaza semnalul dat
initial, tinde spre infinit, prin transferarea spre —o a limitei din stdnga a
perioadei si spre oo a limitei din dreapta. Daca 7' — o, se obtine:

up (1) >u(t); T

Ao—>da i(-)dt—)i(-)dt

INO—>®

deci:

(3.5) Tligc}our(f)”(f):iof

—00

{ Ojo u(t)- e_j“”dt]ej””da)

Paranteza din partea dreaptd a relatiei (3.5) este transformata Fourier a
semnalului (), adica:

(3.6) U(w)=Z{u(t)}= Of u(t)-e"dt

—00

Transformata Fourier reprezinta modelul matematic al semnalului u(?).
Aceastd transformata, numitd functie spectrald sau caracteristici spectrali a
semnalului, exista si pentru frecvente negative, deci pentru tot domeniul de

frecvente (-0,00). Semnalul u(f) se exprimd in functie de U (a)) prin

transformata Fourier inversa:
(3.7 u(t)= F-! {U(a))} _ b T U(w)eja)tdw

Functia complexa U (a)) se poate exprima prin urmatoarea relatie:
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3. Modelarea semnalelor neperiodice

U(w)= jjiu(t)e_jwtdt = iu(t)(cosa)t — jsinet)dt =A(w) - jB(w),

unde A(w)= ofu(t)cosa)tdt ,iar B(w)= T u(t)sinerdr .

In concluzie, se obtine:

(3.8) U(w)= |U(a))| L&)

)| =4 () + B* (o

. ¢(w)=argU (w)=—arctg ]jgzg

Functiile 4(®) si |U | sunt pare, iar functiile B(w) si ¢() sunt

impare.

3.2. Semnificatia fizica a functiilor spectrale

Pornind de la relatia (3.4), in ipoteza ca perioada T este foarte mare si
intervalul de integrare nu este infinit, putem admite:

ju(t)e_jm“’tdt =U(iAw)
T

In consecinta:
(3.9) u(t)zuT(t)zzLi[U(iAa))-Aa)]-eﬂAa”
T -
Pentru semnalul u; (t), SFC este:

(3.10) up(f)= ¥ A

i=—©

unde Aw =w, = 27” . Conform cu (3.9) si (3.10), rezulta:

1 .
(B.11) 4 :E[U(zAa))-Aa)]

Fie o forma oarecare a functiei spectrale |U (a))| (fig. 3.4, a)). Daca se

discretizeaza axa frecventelor @ cu un pas Aw, se observa ca produsul
|U (iAa))| -Aw reprezintd aria a; , hasurata pe fig. 3.5, a), adica:

(3.12) a =|U(iA0)-A0
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—idw Aw iAo

A4, =24
C) A, =4, |

o1 1

Ao  idw

‘ M =24|=La
VA

w

>
>

Fig. 3.4 Procedeul de discretizare a unei functii spectrale

Pornind de la relatiile (3.11) si (3.12), se obtine:

1 1
(3.13) |1_4i|=Z|U(iAa))|-Aa):ZaI-

Aceastd relatie da legatura intre caracteristica spectrald |U (iAa))| si

spectrul de amplitudini al SFC (fig. 3.4, b)). Pentru modelele spectrale,

trecerea u(t) —>u, (1) corespunde trecerii |U (i) —> {‘i }i=—0,... 40,

unde ‘Al-‘ sunt date de relatia (3.13). Fiecarui interval discret [idw,(i +1)4w] ii

corespunde o armonica elementard avand amplitudinea (fig. 3.4, c)):
1 1 ,
A4, =2-‘A1-‘-—a,- =—|u(ire)|- Ao
— V4
Se obtine:

(3.14) |U(iro)| :n%

Deci marimea |U (iAa))| este proportionald cu densitatea de amplitudini a

armonicilor, A—’ Daca se trece la marimi infinitezimale, atunci inlocuim
w
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3. Modelarea semnalelor neperiodice

iAwprin @iar — prin a si rezultd |U (a))|=7r% Cele prezentate
Aw dw do

justifica utilizarea urmatoarelor denumiri: functie a densitatii spectrale, pentru
U(a)) , §l densitate spectrala de amplitudini, pentru |U(a))| .
Fie u(t)=A(t) impulsul real de arie unitard (fig. 3.5). Si se calculeze

functia spectrald a acestui semnal.
Functia spectrald este transformata Fourier a semnalului:

T

(3.15) U(w)= g{u(t)} = Ofou(t)e_j“”dt = _i%e_j“’tdt = sinc[%j ,
2

deci functia poseda forma data in fig. 3.6.

A Uw)
1
[ u()=a()
/7
2z 2z
t /\ T T /\‘
T |1 - 4z \/4_7r w
“H 2 T T
Fig. 3.5 Impuls de arie unitara Fig. 3.6  Functia spectrala a impulsului

Sa considerdm acum un tren de impulsuri unitare cu 7 >> 7, notat cu x(¥)
(fig. 2.15). Sa notdm uy (1)=x(t), cu limuy (¢)=u(t), si @, =Aw=27/T
T—x©

frecventa foarte mica a semnalului periodic u; (t) = x(t) .

In fig. 3.7, a) si b), se ilustreazi procedeul de discretizare a functiei
spectrale prezentate mai sus.

c oL . ., . (ot
Se observd ca, prin discretizarea functiei spectrale U (a)) = smc(TJ a

impulsului u(t) (fig. 3.7, a)), se obtine spectrul semnalului periodic uy (t)

(fig. 3.7, b)).
Distributia spectrald a energiei semnalului. Fie u(f) un semnal in

tensiune. Marimea uz(t) este puterea pe o rezistenta unitara, iar:

(3.16) W = of u’ ()de

—0

este energia semnalului.

39



Semnale, circuite si sisteme. Partea I: Semnale

A . idor
sinc
1 -—
a — .
) a, =Aw > - a; = Awsinc idwr
[ | w
/ = \ o
/ ’ \
\
/27 1 1
R, 1,1 [
b) 27 T
RGIRR
7/
7 Y BN
— > -
,/ |4|:La[:i51 ot
P 2 - 2 _
-7 0 idw ~ ® o

Fig. 3.7 Discretizarea functiei spectrale (3.15)

Vom scrie integrandul din (3.16) sub forma wu’(¢)=u(t)-u(¢), iar un
factor u(¢) se expliciteaza in raport cu U(w), utilizand relatia (3.7).

W= T u(t)-u(t)de = Of [u(t)-i- Of U(a))-ej“”da)}dt =

(3.17) - . - -
= i : 7{0 {j u(f)- ef“”dt} U(w)dw
Dar:
Ojo u(t)-e’'dt =U(~w),

in concluzie:

(3.18) W= Of U(w)-U(-0)do :2i. T U (@) dw
T

—00 —00

Intrucat |U (a))| este o functie para, rezulta ca energia semnalului este:

(3.19) W= -T|U(a))|2 do,
0

1
/4
. . 2 aw . 5 . .
deci functia |U (a))| = ﬁd— este proportionald cu densitatea energiei pe axa
@
pulsatiilor .
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In mod similar se poate obtine un rezultat mai general (teorema lui
Parseval), care include — ca un caz particular — si relatia (3.18):

oj? x(t)- y(t)dt = 2L oj? X(w) Y(—o)do,

unde X (@) si Y(w) sunt transformatele Fourier ale semnalelor x(¢), respectiv
»@.
3.3. Proprietatile functiilor spectrale

Proprietatile functiilor spectrale se confunda cu proprietatile/teoremele
transformatei Fourier.

Proprietatea liniaritatii
Fie semnalele u,(f), i=1,2,... cu functiile spectrale U w). Atunci:

(3.20) %7{201-141- (1)} =2qU;(o); 7! {ZCI-UI- (a))} =X ciu; (1)

Teorema derivarii in timp
Daca semnalul u(¢) are functia spectrald U(w), atunci:

3.21) ?{db;(;)} = joU (o)

Teorema integrarii in timp
Dacé semnalul u(?) are functia spectrala U(w), atunci integrala lui in timp,

t
[ u(z)dz, are functia spectrala:

o (3.22) ?{lu(f)dr}zm

Proprietatea paritatii
Daca semnalul este par, functia spectrala este reala.

Proprietatea simetriei
Fie U(w) transformata Fourier a unui semnal u(¢). Daca se inlocuieste @
prin ¢ se obtine functia U(#). Transformata Fourier a acestei functii este:

T (1)) =9{2ﬂ'%U(1)}=2ﬂ'%iU(I)ej“”dt

Daca in expresia (3.7) a transformatei Fourier inverse se substituie
variabila @ prin ¢, se obtine:

i? (1)e ™ dr = u(-o)
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Rezulta:

3.23) F{U(t)} =27u(-o)

Teorema schimbarii de scara
Fie semnalul u(f) cu functia spectrala U(w). Atunci functia spectrald a
semnalului cu scara timpului modificata se obtine dupa cum urmeaza:

0 . © —ia z
M(L\J—g) J‘ u(i].e]a”dt:a. J. u(i).e J wad(ij:a.U(aa))
a “» \a o\ @ a

De asemenea:

(3.24) 9{u(m)}=i-U(9j

jaf ~\a

Deci, o compresie a scarii timpului unui semnal antreneaza doua efecte:

e _extensia spectrului”, adicd extinderea domeniului spectral al
acestuia(w > a-w);

e cresterea de « ori a densitatii spectrale de amplitudine.

Prin urmare, dacd un semnal avea initial scara timpului de ordinul
milisecundelor s§i se trece apoi la scara de microsecunde (pastrandu-i forma),
scara frecventelor se schimba de la kilohertzi la megahertzi, iar densitatea
spectrala de amplitudini creste de 1000 ori.

Teorema intdrzierii
Fie wu;(¢)=u(t—7r) semnalul intdrziat cu timpul 7. Daca
F{u(t)} =U(w), atunci:
0 o0

Flu; ()= [ u(t-7)edi= [ u(n)e ™" dy

Deci:
(3.25) Fu; (1)} =U;(0)=U(@)-e 7"

Intarzierea nu afecteaza functia densitatii de amplitudine, ci numai
caracteristica de faze.

Ui(@)|=|U (@)
(3.26) arg(U;(w))=arg(U(w))-wr =p(0) - o1
Teorema deplasarii spectrelor

Termenul de ,deplasare a spectrelor” se refera la deplasarea
caracteristicilor spectrale pe axa pulsatiei, @.

Fie U(w) =7 {u(t)} si calculim functia spectrala pentru u(r)-e™™':
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57{u(t) : ef%’} = [ u()-&/™" e dt = [ u(t)-e /O dt =U(w - wp)

—00 —00

(3.27) ‘?J{u(t)'ejwot} =U(w-o,)

A

Deci caracteristica spectrala U(w) este ,,deplasatd” in jurul pulsatiei @ .

Aceasta proprietate este utilizatd pentru modelarea semnalelor modulate. O
procedurd uzuald de modulare a unui semnal u(¢) constd in inmultirea acestuia
cu un semnal cosinusoidal cu pulsatia @,, de valoare mare in raport cu

domeniul spectral al functiei U(w) .
Functia spectrala a produsului u(¢)-cos(ewyt) se exprima tindnd cont de

egalitatea cos(@yt) = % : [ej @ 4 o) “")t] si de teorema deplasarii spectrelor.
(328)  upoq () =u(t)- cos(a)ot)%%- {U(w-wy)+U(0+ay)}

In fig. 3.8, a) si b) sunt reprezentate schematic modulele functiilor spectrale

ale semnalelor u(f) si w4 (1).

A A Umo (a))
POl ) w0 V(0]
_1____ —> X —>
/\ O - —  c-epac---- 1_/_2 _________ I0)
. L 4_§wz> 4§w4> :
2) I “ ' b) ’

Fig. 3.8 Functia spectrald a unui semnal modulat

3.4. Utilizarea distributiei &(f) in analiza semnalelor
3.4.1. Definitia distributiei delta
Fie x(?) o functie si

(329) [ x(1)p(r)dt=f(x)
functionala prin care functiei x(¢) ii corespunde valoarea f{x). In (3.29), (p(t)
se numeste distributie si mapeaza functia x(¢) in f(x).

In modelarea semnalelor se utilizeaza frecvent doua distributii:

e distribufia delta (Dirac), &(¢), prin care unei functii x(r) ii

corespunde valoarea x(0).
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(330) ] x(1)5(r)dr =x(0)

o  distributia treaptd unitara (Heaviside), u(f), prin care functiei x(¢) 1i

corespunde valoarea [ x(¢)ds:
0

0 0

(3.31) [ x(r)-u(r)dr= [ x(¢)ds

—o0 0
. e : du(r) - <
Intre cele doua distributii existd relatia o (t)z e Intr-adevar,

substituind in (3.30) pe O (t) prin se obtine:

du(t)
dr

i x(t)-?dt =x(t)-u@)|” - i x'(2)-u(r)dt

—00

Intrucat u(w)=1, u(-0)=0 si u(f) are valoarea unitard pentru ¢>1,
rezulta:

jjix(t) -?dt =x () - O(j:x'(t)dt =x(0)- x(t)|°0O =x(0)

3.4.2. Proprietétile distributiei delta

Proprietatea de sondare in timp

oo}

(3.32) [ x(1)S(1—1y)dr=x(¢)

—0

Aceastd proprietate, ca si cea care urmeazd, decurge din relatia de
definitie (3.30):

(3.33) | x(0)5(t—1ty)dt = [ x(u+1y)S(u)du = x(t,)
Proprietatea de sondare in frecventa
(334) [U(w)d(w-0))do=U(awy,)

—00

Deoarece &(1—1,)=0 pentru 7 # ¢, rezulta:

(3.35) x(1)S(t—t9)=x(ty)S(t—1)
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3. Modelarea semnalelor neperiodice

Transformata Fourier a distributiei &

(3.36) F{5(t)}=A(0)= [ 5(t) e/'dt=e/"" =1
Caracteristica spectrald a unui impuls este constantd pentru toate
frecventele. Transformata Fourier inversa pentru 4(w)=1 este 5(¢), conform

cu (3.36), 7! {A(a))} = 6(t), sau:

1] = . 1 .
— [ A 10t =—" [ 1-¢/°'dw =
gy 7{0 (0) ¢'“'do . 7j;o e’ 'do=45(1)

A A

Alest) | 1/e Alest) | 1/(2¢)

a) b)

—& &

A(g,t) ‘ /e A(s,t) ] 1/(;;5)
c) \ d)
t= t

Fig.3.9 Functii A(e,t) care pot genera, prin trecere la limitd, distributia &(7)

Distributia S(t) se poate obtine prin trecerea la limita a unor functii
depinzdnd de un parametru &. O asemenea functie este reprezentatd in
fig. 3.5, in care ¢ =7 . Alte functii A(g,t) care pot genera distributia o (t) prin
trecere la limita

(3.37) !giiIOlA(é‘,t) =5(1)

sunt (fig. 3.9):

Ll
Aet) = ;'(1‘;} e

0, in rest
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7m‘2 52
Aty =Le ™
&
Ae,t)= € sinc(t/¢)
e

3.4.3. Determinarea unor caracteristici spectrale utilizand
distributia &(t)

O clasa larga de functii (semnale) nu indeplinesc conditiile de existentd
pentru transformata Fourier. Intre acestea, mentionim: semnalul constant in
timp, functiile trigonometrice, semnalul treaptd, semnalele periodice, etc.
Chiar daca nu exista transformate Fourier de tip functie pentru aceste semnale,
se pot determina transformate Fourier de tip distributie. Utilizand distributia
delta vom calcula caracteristicile spectrale ale acestor semnale, pentru care
abordarea clasica a transformatei Fourier este inadecvata.

Caracteristica spectrala a unei constante

F! {27[5(60)} =2L | 276(w) e/ dw =" =1,
Deci caracteristica spectrald a constantei egald cu 1 este:
(3.38) ?{1} =276 (w),
iar pentru o constantd A4 oarecare:

(3.39) F{4}=274-5(w)

Interpretarea relatiei (3.39) este simpla: densitatea spectrald este infinita la
® =0, pentru un semnal constant (tensiune continua).

Caracteristicile spectrale ale functiilor trigonometrice
Daci se considera e/’ =1.¢/”' | se poate calcula ?{ 1/ t} , pornind
de la relatia (3.38) si de la teorema deplasarii in frecventa (3.27):

%7{ eij’} =%7{ 1~eja’°t} =275 (w—0w,)

F{coswyt |

Fig. 3.10 Caracteristica spectrald a unui semnal cosinusoidal

In consecinta:
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3. Modelarea semnalelor neperiodice

(3.40) F{cosw,t} = ?{%(ejwot +e /! )} = ﬁ[é(a} —wy)+6(0+ao, )]

. | - T
(3.41) F{sinwyt}= %"{2—( SOt _ eIt )} :—.[é'(a) —w))-5(w+ a)o)]
7 J
Observatie:
Interpretarea relatiilor de mai sus este urmatoarea: se considera coswyt ca
fiind o armonica de frecventd o, ; densitatea de amplitudini la frecventa o,

este evident infinita (fig. 3.10), pentru cad amplitudinea armonicii corespunde
unei singure frecvente @, (distributia de amplitudini este ,,concentratd” la o

singurd frecventd: @, ). Deci prezenta impulsurilor la frecventele @, si (—a,)
in caracteristica spectralda g{cosa)ot} este justificatd. Trecerea de la
caracteristica spectrald a semnalului cosinusoidal la spectrul SFA al acestuia se
face impartind la 7 aria impulsului 7o (a)—a)o) (fig. 3.4, c)). Intrucat aria
acestui impulg este 7, se obtine valoarea 1 pentru amplitudinea armonicii de
pulsatie @,. In mod similar se face trecerea de la caracteristica spectrald a
semnalului sinwyt la spectrul SFA. Aici intervine factorul 1/j, care semnifica
faza initiald de —7/2 a armonicii de amplitudine unitard si pulsatie @,
(1-cos(wyt —/2) =sinayt ).

Caracteristica spectrala a unui semnal periodic

Daca u(t) este un semnal periodic, atunci seria Fourier complexa este data
de relatia:

u(t) = 'i é,eﬁa}ot

In abordarea clasica, functia u(¢f) nu are transformatd Fourier, nsd vom
calcula caracteristica spectrald prin distributia J :

?{u(r)}=i§wﬁ-9{eﬁw"’}=27r-i§wﬁ-5(a)—ia)0)
27| 4 27| 4|
27}|A3|2ﬂ|A2| \ 27|4)| 27}|A3|
B, 20, ~0, 0 © 20, 30, e

Fig. 3.11 Caracteristica spectrala (densitatea spectrala de amplitudine)
a unui semnal periodic
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Semnificatia fizica este similara celei din cazul semnalului cosinusoidal:
in spectrul semnalului existd armonici la frecventele iw,. La aceste frecvente
densitatile spectrale sunt infinite, iar forma caracteristicii spectrale a

semnalului periodic are alura prezentatd in fig. 3.11 (densitatea spectrald de
amplitudine).

Caracteristica spectrald a unei trepte unitare

Fie u(?) treapta unitara, nuld pentru ¢ <0 si egald cu 1 pentru #>0. Acest
semnal nu are transformatd Fourier, insd 1i vom determina caracteristica
spectrala cu ajutorul distributiei o .

Vom pune semnalul u(¢) sub forma:

(3.42) u(r)=1/2+1/2-sign(?),

insumarea celor doud componente fiind ilustraté in fig. 3.12.

A 1/2 A e
t= |
+ A 1/2-sign(r)
1/2 .
-1/2
Au(t)
U 2
tL
0 > 1

Fig. 3.12 Obtinerea treptei unitare prin Fig. 3.13 Functia f(¢,&) definitd prin
intermediul relatiei (3.42) relatia (3.43)

Pentru a deduce caracteristica spectrald, se considerd functia ,,sign” ca
fiind obtinuta printr-o trecere la limita. Se adoptd functia ' de doud argumente
reale, ¢ si ¢, definita prin:

-, t<0

(3.43) f(t,e)=
e >0
pentru care are loc relatia:
(3.44) lim f(¢,&) =sign(¢)
e—0

Calculam caracteristica spectrald a functiei de mai sus:

e . 0 . o0 .
F{fte)}=[ fte) e’ dt= [ (-e”)-e/di+[e e /dt =
—0 —© 0
— _L.e(gfja))-t 0 +;.ef(g+jw)-t ® —
E—jw -0 —(&+ jo) 0
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_ 1 N 1l —e—-jo+e-—jo_ 2jo
E—jo £+ jo &+ o’ &+’

Prin trecere la limita rezulta ca:

: . 2j 2j 2
hm?{f(t,g)} = lim| -——=/% :——]:_’
£0 =0\ &% + @ © jo

ceea ce este echivalent, tindnd cont de relatia (3.44), cu:
(3.45) ?{lim f(t,g)} — F{sign(t)} ==
>0 ]a)

Calculand prin distributia & transformata Fourier a semnalului (3.42),
rezulta:

F {u(t)} = ‘27{%} + ?{% . Sign(t)} = ?{%} + % F {sign(t)}

In continuare se tine cont de relatiile (3.39) si (3.45), rezultand
caracteristica spectrald a treptei unitare:

F () =27 12_. 1
(3.46) J{u(t)}—27r 5 §(a))+2 o T 5(a))+jw

3.4.4. Distributia delta periodicéa

Distributia delta periodica este un tren de impulsuri d(f), reprezentat in
fig. 3.14. Ea are expresia:

(3A47) 6,(1)= 3 8(t—iT)

i=—©

JERRRNAR

-3 -2 - 0 T 2T 3T

Fig. 3.14 Distributia delta periodica

Semnalul fiind periodic, se poate calcula seria Fourier complexd a
acestuia:

(348) &, (1)= 3 Ae/™

unde:
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(3.49) w,=27/T

1 1 p 1
3.50) 4;=—-[& Jotdt=—. [ §(t)e ' dt =—
( ) £ T i‘: T( )e T 7.‘;0 ( )e T
Deci:
(3.51) 5T(t)=% T i

Calculand transformata Fourier, se obtine:

9‘{5T(z)}= » e /’“’0’} 3 S(o-ia,)
(3.52) i =
=, Z 5(w—iay)

Se noteaza:
(3.53) &, (a))z'z S(w—iw,)

distributia delta periodicd In domeniul frecvential (avand perioada «)).
Conform relatiilor (3.52) si (3.53), se obtine:

(3.54) F{6r (1)} = @6, (@)

Concluzie:
Caracteristica spectrala a distributiei delta periodice J1(f) (vezi
fig. 3.15, a)) este o distributie delta periodica, 5600 (a)), definita in domeniul

frecvential (fig. 3.15, b)).

. \ """ [ ‘ """"" [ H T

3T 2T -T T 2T 3T S0, 20, -0, 0 o, 20, 30,
a) b)

Fig. 3.15 Distributia delta periodica a) si caracteristica ei spectrala b)

3.4.5. Calculul numeric al caracteristicilor spectrale ale semnalelor
utilizand distributia &

Fie un semnal x(#), dat sub formad grafica (fig. 3.16, a)). Se cere

determinarea unei functii X (@) care sa aproximeze caracteristica spectrala
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3. Modelarea semnalelor neperiodice

X(w) asemnalului.

4 x0) -
) x(1)
2) X, 6A AT 8Ar
e
0 At 2At 3Ar 4At SAt f
A o / X, X
A x(1) 6 7
0
b . 4,
)ao L& anosaoen []
of A 2ar Far— [ 7A 8¢
a, a, 6
~(2) a,
c) x (9)
a, a, —q a, —a 4
At 2A1 3Ar 4Al s b s

of Y Vv l SAt 6Ar TA; V¥

-a, a, —ay

Fig. 3.16 Prelucrarea semnalului x(¢#) pentru determinarea caracteristicii spectrale

Determinarea functiei X (@) implica parcurgerea urmatoarelor etape:

e aproximarea functiei x(¢) printr-o functie ;c(t) , liniard pe portiuni
(fig. 3.16, a)). In acest scop se adoptd un pas Ar de discretizare a timpului,
astfel Incat in fiecare interval de largime Ar semnalul x(¢) sa fie aproximat
printr-o functie liniard. Evident, cu cét intervalul Az este mai mic, cu atat
aproximarea este mai bund. Fie x; =x(iAt), i=0,1,2,..N, valorile care
marcheaza cele N intervale de aproximare liniara;

A

. LA .dx(¢ ..~
e derivarea semnalului x(¢). Functia ), notatd prin x (¢), este
constanta pe portiuni, avand valorile:

a; =2 "% _0,1,2,..N-1
At
in intervalele [iAt, (i+ l)At] (fig. 3.16, b);

5n
e calculul derivatei a doua, ddxz(t)
t

este distributia §(¢) inmultita cu amplitudinea treptei. In consecint, la timpul
discret ¢ =iAt avem:

. Derivata unei variatii in treapta

XD =@ = )5(@), i=012..N,
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unde a_; =0 si ay =0.
Transformata Fourier a derivatei a doua, x? (1), este:

70 0)= 2 @ - pe

i=0

.- . . .. .~ o
Intrucat x(z) se obtine printr-o dubla integrare din x " (¢), rezultd (din
teorema integrarii in timp):

2
(3.55) X(o)= [LJ ) ?{;(2) (t)} _ _Lz g“ (a; - a,_ e
jo

@ i=0

Aplicatia 3.1:

Fie semnalul x(¢) de forma triunghiulara, reprezentat in fig. 3.17, a). Se
cere transformata Fourier a semnalului x(¢).
Conform procedurii de mai sus, se deriveaza semnalul de doud ori. Prima

~(1 ~(2
derivata, x( )(t) , este reprezentata in fig. 3.17, b), iar derivata a doua, x( )(t) s

A2
in fig. 3.17, c¢). Transformata Fourier a semnalului x( )(l) este:

~(2) 1 2 1
Fix () =F=o(t+T)-=0(t)+=56(t-T
(20)-7{owsn)-2o()+ Lo(-1)
sau, aplicand teorema intarzierii/anticiparii,

.ol ol
57{)6(2)(0}=%-(e-f“’T—2+e_-i“’T):%. e/ 2 _, J >

»
»
P

x(7)

\
/

v

o
N
—_
>
iy
o
=
I~
Ne—
—>
v

Fig. 3.17 Prelucrarea prin derivare a unui semnal, in vederea
determinarii caracteristicii spectrale
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Utilizand teorema integrarii in timp rezultd transformata Fourier a
semnalului x(7):

o _er
12 121 j&T 7j0£2 [e-z_e ZJ
X(jo)=| — F{x(z)(t)}z — | =le 2 -e 2 | =T 5
jo T 2 (@
@CH" | —
2
Prin urmare:

(3.56) X(w)=T-sinc” [%Tj

Aplicatia 3.2:

Sa se determine functia spectrala a semnalului din fig. 3.18, a).
a) Metoda 1

Se deriveaza semnalul dat (fig. 3.18, b)). Prin aplicarea transformatei
Fourier asupra derivatei, se obtine:

. Jjor _Jjor
x(l)(t);j)l.ejwr+1.e 2 —l-e 2 —l-e_-/m—

eja)‘l' _e*]a)‘[ e —e

2 T
=2j + =2j| sin(w7) +sin| —
S 2/ ’( (@) (2D

jot jot
2

2Ax(t)
a) ,_1_‘
| N
-7 T T T
; A’ ;
b) ; x(?)
[
tL
0 >
1 v 9

Fig. 3.18 Semnalul x(¢) si derivata lui

Intrucat x(¢) se obtine prin integrarea lui x(l)(t) , din relatia (3.21) rezulta:

X(w)= L . 27{x(1) (t)} = 2. [sin(a)r) + sin(ﬂD ,
jo @ 2

relatie care se rescrie succesiv:
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X(w)= 2. [sin(a)r) +sin (%D Lz ( 2sin(@7) |1 sin(a)r/Z)J

® T ot o7/2

In concluzie, functia spectrald a semnalului x(7) este:
X(w)=rt- (ZSinc(a)r) + sinc(%))

b) Metoda 2
Se descompune semnalul dat intr-o suma de 2 impulsuri reale, de arii 27,
respectiv 7, ca in fig. 3.19.

A 4
x,(2) X, (1)

x(t) = 1 + !

t t

v
v

T
2
Fig. 3.19 Descompunerea semnalului x(f) intr-o suma de impulsuri

Functiile spectrale ale acestora sunt cunoscute (vezi aplicatia 3.1);
folosind proprietatea de liniaritate a transformatei Fourier, se obtine acelasi
rezultat ca la metoda precedenta:

X(0)=F{x;(t)+ x,(t)} =27 - sinc(w7) + 7 -sinc(w7/2)

3.5. Convolutia semnalelor
Produsul de convolutie a doud semnale, x; (¢) si x, (), este o functie x(f)

definita prin:

0

(3.57) x(t)=x(t)®x,(t)= [ x(t—7)x,(7)dz

—00

Convolutia se mai noteaza x; (1)*x, (¢) sau (x *x,)(7).

Proprietatile produsului de convolutie
1. Comutativitatea:

(3.58) xl(t)®x2(t)=x2(t)®x1(t)=:fxl(z')xz(t—z')dr

2. Transformata Fourier a produsului de convolutie:

(3:59) F{x(1)®x,(1)} = X, () X, ()
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Prin transformata Fourier produsul de convolutie devine un produs
algebric al caracteristicilor spectrale.

Pentru a demonstra relatia (3.59), explicitim transformata Fourier a
convolutiei:

Z{x(0} = Tx(t)'e_jmdf: T Txl(t—r)'xz(r)df]e_jw’dt

Facand schimbarea de variabild 8 =¢— 7, relatia de mai sus devine:

F{x(t)} = Of x(0)-e7d6- T X, (7)€" dr = X|(0) - X, ()

3. Convolutia unui semnal x(¢) cu distributia delta este egala cu semnalul x(z):

(3.60) x(t)@&(t)z 0J?x(r)é'(t—f)dfzx(t)

—00

Proprietatile de sondare in timp si in frecventa ale distributiei o (vezi
relatiile (3.32) si (3.34)) conduc la relatiile mai generale:

(3.61) x(1)®5(t—1y)=x(t—19); X () ® (0w —y) = X (@ — )

Deci convolutia unei functii cu distributia O este egald cu functia
respectivi avind argumentul distributiei o.

4. Fiind date semnalele x, (¢) si x, (), avem:

3.62) x(1)®x,(1)=x" ()@ (),
unde:

A= 21 0(0)- ] n(eie

Pentru a demonstra relatia (3.62), se considera:

7(x (1)} = jox, (@), F{x" (o)) :jiwxz (). $i cum:

‘?{xl(l) (1)® xg_l) (t)} = joX, (w)jLa)Xz (0)=X, (@) X, (), iar:
%7{)61 (1)®x, (t)} =X, (®)- X, (@), atunci:
71 (D@L () =7 ()@ (1)}

deci relatia (3.62) este demonstratd. Aceasta relatie se generalizeaza in raport
cu derivatele/integralele de ordin n:

X (1) ®x, (1) =" (1)@ ™ (1)

5. Daci se considera x, (t)=x(t) si x,(¢)=5(¢), se obtine:
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()@ (t)=x" (1)@ s (1)

Deoarece x(1)®5(1)=x(t) si s (#)=u(r) (treaptd unitard), rezulta:

(3.63) x(t)=x"(1)®u(r)
6. Convolutia unui semnal x(¢) cu treapta unitard u(f) se poate scrie sub forma
x(t) Qu (t) =x7 (t) ®@ull) (t) =x7 (t) ® 5(t) , intrucat derivata treptei
unitare este distributia o (t) Avand in vedere relatia (3.60), rezulta
AV ()@ () = (1), deci:

3.64) x()@u(t)=x""(r)= | x(r)dz
Aplicatia 3.3:

Fie x(f) un semnal, reprezentat grafic in fig. 3.20. Se va ilustra in cele ce
urmeaza constructia convolutiei semnalului x(¢) cu treapta unitard, u(¢), in

conformitate cu relatia:

(3.65) x(1)®u(t)= | x(t—7)-u(r)de

Fig. 3.20 Semnalele u(?) si x(¢) pentru care se determina convolutia

In fig. 3.21 sunt desenate functiile care intervin in integrandul relatiei
(3.65), reprezentate in raport cu 7, pentru doud valori ale timpului # pentru
t=0(fig. 3.21, b)), cand produsul x(—7)-u(zr) este nul, si pentru t=¢ >0,
cand produsul x(ft, —7)-u(r) este diferit de zero, iar convolutia (adica
produsul integrat de la zero la ¢, ) este egala cu aria hasurata din figura 3.19, ¢).

Se poate admite ca graficul functiei x(z—7) este dat de un sablon care,
pornind din pozitia pentru ¢ =0 (fig. 3.21, b)), se deplaseaza spre dreapta pana
la infinit. Aria cuprinsa in cadranul 1, Intre curba x(¢#—7) si abscisa, pentru

diversele valori ale timpului ¢, reprezintd convolutia x(¢#) ® u(¢) . Se constata ca

t
in situatia analizatd x(f) ® u(t) = [ x(r)d 7, ceea ce corespunde relatiei (3.64).
0
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d

Fig. 3.21 Constructia grafica a convolutiei (3.65)

8. Convolutia caracteristicilor spectrale
Fie X,(w)si X,(w) caracteristicile spectrale ale semnalelor x;(¢) si

x,(¢) . Convolutia acestor caracteristici spectrale se defineste prin relatia:
X(@)® Xy (w)= [ X\(u)- Xy(@-u)u= | X{(@—u) X,(u)du

9. Transformata Fourier inversd a convolutiei a doud caracteristici spectrale
este produsul algebric al semnalelor corespondente, inmultit cu coeficientul de
scard 2.

T HX (@) ® X, (@)} =27 x,(£)- X, (t)
Prin aplicarea transformatei Fourier se obtine:

(3.66) ?{xm-xz(z)}=i-xl<w>®xz<w),

relatie foarte des utilizatd in modelarea semnalelor modulate.
Deci, prin transformata Fourier directd, produsul algebric al semnalelor
este transformat, pand la un coeficient de scard (1/(27)) intr-un produs de

convolutie al caracteristicilor spectrale aferente semnalelor respective.

Aplicatia 3.4:
Sa se calculeze x(¢) =u(?) ® u(t), unde u(¢) este reprezentat in fig. 3.22.
Convolutia u(?) ® u(t) este data de relatia:

x(t) = ju(r) u(t—r)dr
0
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A u(z)
1

t

»
»

0 ¢

0

Fig. 3.22 Semnalul u(?) (aplicatia 3.5)

Ea poate fi imaginatd ca un proces de suprapunere a semnalului cu
varianta Intarziata a semnalului u(—7). Intarzierea variaza continuu crescator

in intervalul [0;2¢,]. In figura 3.23, b) si c), sunt ilustrate doud instante ale

semnalului intarziat, pentru ¢ =0, respectiv pentru o valoare oarecare a lui ¢
intre £, si 0.

A u(r)
a) 1
T »
0 0 g
4 u(t-7) pentru =0
b 1 i
) E .
1, 0 fy "
l“u(t—r) péentru 0<r<t,
c) :
d)

»
»

Fig. 3.23 Constructia grafica a convolutiei semnalului u(¢)
din fig. 3.22 cu el insusi

Pe parcursul acestei variatii continue gradul de suprapunere creste liniar
de la 0, pentru =0, pana la suprapunerea maxima (egald cu aria impulsului,
ty ), (vezi fig. 3.23, d)). Dupd aceea, gradul de suprapunere descreste pana la 0,
pentru ¢ =2f,, deci si valoarea convolutiei. Se observa ca intervalul pe care
produsul de convolutie x(¢) este nenul este dublul latimii impulsului u(¢) .

3.6. Utilizarea transformatei Laplace in modelarea semnalelor
3.6.1. Notiuni generale

Transformata Laplace se utilizeaza mai mult in teoria sistemelor decat in
teoria semnalelor. Asa cum s-a constatat in capitolele anterioare, in teoria
semnalelor se foloseste cu precddere transformata Fourier, in acceptiunea
clasicd sau in abordarea bazata pe utilizarea distributiei J .
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Presupunand ca cititorul este bine familiarizat cu proprietatile
transformatei Laplace si cu utilizarea acesteia in analiza dinamicii circuitelor
electrice, vom reliefa citeva aspecte care marcheaza diferentele dintre
transformata Laplace si transformata Fourier.

Transformata Laplace uzuala este cea unilaterald, definita prin relatia:

(3.67) L{x(t)}=X(s)= ojox(t)e_“dt, sS=0+ jo
0

Semnalul (originalul) x(¢) trebuie si fie nul pentru ¢ <0. Un asemenea
semnal se numeste cauzal si satisface relatia:

(3.68) x(t)=x(t)-u(?),

unde u(¢) este treapta unitara.

Este stiut faptul ca transformata Fourier nu impune cerinta ca semnalul sa
fie cauzal, deci, din acest punct de vedere, ea este mai putin restrictiva.

Observatie:
Pentru un semnal necauzal se defineste transformata Laplace bilaterala:

(3.69) Ly {x(t)}=Xg(s)= T x(t)e *dt,

—00

insa acest instrument de modelare este rar utilizat.
O altd conditie impusd semnalului x(¢), modelat prin transformata

Laplace, este sa existe o exponentiald in raport cu care modulul lui x(¢) nu
creste mai rapid:

(3.70) |x(1)|<M -

Valoarea minima a lui ¢ la care inegalitatea se transforma in egalitate, se
numeste abscisa de convergenta absoluta, notatd prin o, . Altfel spus, o, este

valoarea minima a variabilei o, pentru care este Indeplinita conditia:
0
B.71)  [|x()|e"dr <o
0
Comparand cu cerinta de convergenta a transformatei Fourier:

(3.72) T |x()|dt < o0,

—o0

este clar ca, in cazul transformatei Fourier, este necesar ca limx(¢)=0, pe
t—0

cand in transformata Laplace, limita respectiva poate fi nenuld, semnalul

putand evolua sub o exponentiala de exponent c-¢ (vezi relatia (3.70)).
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A
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R—>x

Fig. 3.24 Conturul Bromwich

Deci, transformata Fourier este mai restrictiva, sub aspectul convergentei,
decat transformata Laplace. Trecerea de la transformata Laplace Ila
transformata Fourier si invers se poate face prin substitutile s— jo,

respectiv j@ — s, numai daca sunt indeplinite simultan doua conditii:
e semnalul este cauzal,
e abscisa de convergenta absolutd este nuld (o, =0), ceea ce implica

indeplinirea relatiei (3.72).
Relatia de definitie a transformatei Laplace inverse este:

(3.73) 2O =L"{X(s)) :i- c_jij(s) -eds
c—joo

in care c se alege astfel incat ¢ > o, . Conturul de integrare din planul complex
" (conturul Bromwich) este prezentat in fig. 3.24.

3.6.2. Proprietati ale transformatei Laplace

Se vor prezenta numai cateva proprietati care sunt mai des folosite in
modelarea si analiza sistemelor.
Proprietatea liniaritatii

(3.74) %{Z a;x; (f)} =2a;X;(s)
Teorema derivarii in domeniul timp
(3.75) %{%} =5"X(s) - 5" x(0) —...— x""D(0)

tl’l
Teorema integrarii
t
(3.76) %{fx(f)dr} = 1 X(s)
0 S

Teorema intdarzierii

(BI7) Li{x(t—7)} =" - L{x()}=¢" - X(s)
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Teorema inmultirii cu o exponentiala
(3.78) %{eﬂ” -x(z)} - X(s¥a)

Teorema schimbarii de scara

(3.79) %{f{ij}za'F(a's)
a

Teorema valorii initiale

(3.80) limx(¢) = lim s- X (s)
t—0 S§—>0

Teorema valorii finale

(3.81)  lim x(r) = lim s - X (s)
t—o s—0

Teorema produsului imaginilor

(3.82) L{x()®x; (1)} = X;y(5)- X5 ()
Teorema produsului originalelor

(3.83) L{x (1) x, ()} =X () ® X5 (s),

in care convolutia imaginilor este definita prin relatia:
1 c+ joo
(B.84) X |(5)®Xy()=——" | Xi(s—p)-X,(p)dp
2] oo
Transformatele Laplace ale functiilor uzuale

e transformatele Laplace ale functiilor impuls unitar, treapta unitara si
rampa unitara:

L{s5@)} =1, Eé{u(t)}zé, %{r(r)}:siz, g@{t_.u(t)}: 1

n! Sn+1

e transformata Laplace a functiei exponentiale:

- { eiat} _ 1
S¥a
e transformatele Laplace ale functiilor trigonometrice:

L{sin(wyt)} = Szi)# L{cos(wyt)} = ﬁ :
0 0

e transformatele Laplace ale oscilatiilor amortizate:
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[N s+a

gg{e_m -sin(a)ot)} = %{e_at -cog(a)ot)} =

2

(s+ a)2 + @y (s+ a)2 + a)02

Aplicatia 3.5:

Fie semnalul x(¢) din fig. 3.25. Sa i se calculeze transformata Laplace si
transformata Fourier.

Se porneste de la observatia ca x(f) poate fi exprimat ca suma dintre o
treapta unitara pozitiva si o treaptd unitard negativa intarziatd cu 7 unitati de
timp (fig. 3.25). Rezulta:

1 1 _
L{xO)=X(s)=———eT =
s s s
Se observa ca semnalul este cauzal si de valoare finitd a integralei
modulului. In consecintd, din transformata Laplace, cu substitutia s=jm, se
obtine transformata Fourier a lui x(%):

T
_ ,—JjoT -/ 2. JQ)E_ _]wf —'a)Z
X(a)):1 e' -71.£ (e ¢ ):T'ej 2-sinc(w—T)
jo i oT 2
‘]‘
2
X(f)A
1
Ly
T

v

Fig. 3.25 Descompunerea unui impuls ca suma a doud semnale treapta

Aplicatia 3.6:

Fie un semnal cauzal sub forma unui tren de impulsuri de latime 7 si
perioada 7 (fig. 3.26). Sa se determine transformata Laplace a semnalului.

Pe baza rezultatului din aplicatia anterioara, transformata Laplace a
. .. 1 - e .
primului impuls este —(1 —e ”). Impulsul de la momentul i7 (i>0) se obtine
s
prin intarzierea primului impuls cu i7 §i va avea transformata Laplace

1 _ - A e .
—(l—e ”)-e iTs(teorema intarzierii). Prin urmare:
s
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l—e ™ ~ - l—e 7
(3.85) X(s)=—2 (1+e Ts | o215 +...)=;
s s(l—e_Ts)

Acest semnal nu are valoare finitd a integralei modulului, deci nu este

indeplinita conditia de existenta a transformatei Fourier. In consecinta, nu este
corectd aplicarea substitutiei s — jo pentru a determina functia spectrald a

semnalului.

oz T t+T 2T t+2T
Fig. 3.26 Tren de impulsuri

3.7. Reprezentarea semnalelor prin transformata Hilbert
3.7.1. Transformata Hilbert. Semnalul analitic

Transformata Hilbert este un instrument matematic util in teoria
semnalelor, fiind utilizat indeosebi pentru fundamentarea unor tehnici de
modulatie a semnalelor. Fiind dat un semnal x(¢), transformata Hilbert este
definita prin relatia urmatoare:

. 1 T
(3.86) ()= {x(t)) =—-v.p. | @ g,
V4 “ol—T
in care v.p. inseamna valoarea principala a integralei, adica:

x(1) Zi‘v-p{ T %dr} Zl-{lim trﬁdr+ lim T ﬁdr}

o T |e>0_t—7 e20,, 1T

Fiind data transformata Hilbert, x(¢), se poate determina semnalul prin
transformata Hilbert inversa, definita prin relatia urmatoare:

(3.87) x(t)=9¢"{i(t)} = —% v.p. Of fE—?dr

Ansamblulx(t) si ;c(t) formeaza o pereche Hilbert. Obsevam ca, daca

se aplica transformata Hilbert semnalului X(¢) , rezulta:

%{fc(t)} =%-v.p.ojE> f(_—rzdr,

sau, tinand cont de (3.87):
(3.88) {x(1)} =—x(1)
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Deci, aplicand de doud ori consecutiv unui semnal transformata Hilbert,
se obtine semnalul cu semn schimbat. Functia X(¢) se mai numeste conjugata

lui x(z) .
Se defineste semnalul analitic prin relatia:

(3.89) z(t)=x(t)+ j - (2)

Modulul marimii complexe z(f) se mai numeste si Iinfasurdtoarea
semnalului analitic, iar argumentul lui z(¢) — faza semnalului analitic:

(3.90) |z(t)]|=y/x* () +F* (1) ; arg(z(1)) = arctg%
X

3.7.2. Caracteristica spectrald a transformatei Hilbert si a
semnalului analitic

Din relatia (3.86), de definitie a transformatei Hilbert, rezulta ca:
. 1 1
391) x(t)=—-x(t)®| -
T t
Aplicand transformata Fourier aceste relatii si tinand cont ca transformata

Fourier a unui produs de convolutie este produsul (algebric) al transformatelor
Fourier ale functiilor din convolutie, rezulta:

(3.92) X(w)= % X(w)- 9{;}

Pentru a determina transformata Fourier a semnalului cu evolutie

hiperbolica ;, vom relua relatia (3.45), dedusa in §3.4.3:

. 2
"?{Slgn(t)} =—
jo

Utilizand proprietatea simetriei din transformata Fourier (vezi relatiile

(3.23) din §3.3.) se obtine ?{%} =27 -sign(— w), sau:
J

(3.93) ?{;} =—7j-sign(®)

Inlocuind aceastd expresie in (3.92), se obtine caracteristica spectrald a
transformatei Hilbert )Ac(t) :

(3.94) X(w)=—j - X(w)-sign(w)

Din relatia (3.89), de definitie a semnalului analitic, se deduce ca:
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(3.95) Z(w)=X(w)+ j- X (@),
Aici vom inlocui X (®) cu expresia (3.94) si obtinem:

Z(w)=X(w)+ X(w)-sign(w), sau:

2-X(w), >0
3.96) Z(w)=4 X(w), w=0
0, 0<0

In concluzie, semnalul analitic are o caracteristica spectrald intotdeauna
nuld pentru frecvente negative. Deci, daca intr-o caracteristica spectrald a unui
semnal se ia In considerare numai domeniul frecventelor pozitive (care exista
in naturd), atunci caracteristicii spectrale respective ii va corespunde un semnal
analitic.

3.7.3. Transformata Hilbert a semnalelor periodice

In §3.43 s-au calculat caracteristicile spectrale ale semnalelor
trigonometrice:

3.97) “ {cos(a)ot)} =r- [5(0) -wy)+o(w+ a)o)]
(3.98) F{sin(wy)} = E [8(@-ay)-5(w+wy)]
J
In cele ce urmeazi vom nota prin x.. (¢) si xg,(¢) functiile cos(myt),
respectiv sin(wyt) , adica:
(3.99)  Xeos (1) = cOS(@p1) Xy (1) = sin(@y?)

Caracteristica spectrald X (@), corespunzatoare expresiei (3.97), este
reprezentatd in fig. 3.27, a).

Ko@) 1

T /]
a) w
_5-00 2 g

~ A ;

jX cos (@) P \
b)  -o, o
Lot

__________ -

Fig. 3.27 Caracteristicile spectrale ale semnalelor x, (¢) si Xeos ®)
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Notam prin ;ccos (t) si ;csin (t) transformatele Hilbert ale functiilor x, ()

respectiv xg;. (¢). Transformata Fourier a semnalului xcos(¢) este, conform

sin

relatiei (3.94):
Xeos(@) =—jX o5 () -sign(w) , sau:

(3.100) X cos () = X (@) - sign(e)

In fig. 3.27, b) s-a reprezentat j)? cos(®), pornind de la X (®@);
componenta aferentd pulsatiei @, rdmane neschimbatd, insd componenta de
pulsatie —@,, isi schimba semnul, datorita factorului sign(w) .

Rezulta:

j}cos(a))=7z[5(a)—a)0)—§(a)+a)0)] sau:

[N

(3.101) ?(cos(a)): '[5(w_w0)_5(w+a)0)]:Xsin(a))

~

Intrucat transformatele Fourier X cos(@) si X, sin (@) sunt egale, rezultd ca

si semnalele respective sunt egale:

(3.102) Xcos () = xsin (7)

Deci transformata Hilbert a semnalului cosinusoidal este semnalul
sinusoidal. Similar se poate demonstra ca transformata Hilbert a sinusoidei
este cosinusoida cu semnul minus:

(3.103) Xsin (£) = —Xcos (£)

Semnalul analitic aferent cosinusoidei este:

(3104) Zcos (t) = Xcos (t) + j;Ccos (t) = COS(a)Ot) + jsin(a)ot) ,

iar semnalul analitic aferent sinusoidei este:

(3.105) zsin (¢) = xsin (¢) + j;Csin () =sin(wyt) — j cos(@yt)
Considerandu-se un semnal periodic nesinusoidal, avand SFT
x(t) =2 (C; -cos(imyt) + S, -sin(iwyt)), Sy =0, semnalul analitic aferent lui

i=0
este:

2(1) = x(t) + jx(1) =

= io: [Ci -cos(imgt) + S; - sin(iwyt) + j - (C; - sin(iwyt) - S; -cos(ia)ot))J
i=0
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Vom prelucra termenul general, i, din suma, exprimand functiile
trigonometrice prin formulele lui Euler. Dupa calcule elementare se obtine:

C; - cos(iayt) + S; -sin(ioyt) + j(C; - sin(iwyt) — S; - cos(imyt) )

=1

:(Ci —jSi)(cosia)Ot+jsinia)Ot)=AV ‘ejiwoz’
iar expresia semnalului analitic devine:
(3.106) z()= 3 A, et
i=0

Deci, daca in SFC se omit componentele cu frecvente negative, atunci
modelul obtinut nu este cel al semnalului x(#), ci al semnalului analitic aferent

lui x(7) .

Observatie:
Fie un semnal x(#) avand un spectru SFA cunoscut. Prin transformata

Hilbert, fiecare armonica cosinusoidald se transforma intr-o componenta
spectrald de aceeasi amplitudine. Deci spectrul de amplitudini rdméne
neschimbat, insd fiecare armonica va fi defazatd cu —7z/2. Un sistem care

primeste la intrare semnalul x(z) si furnizeaza la iesire ;c(t), numit
conventional , filtru Hilbert”, introduce amplificare unitara si un defazaj de
—7/2 latoate frecventele.

Vom determina in continuare transformatele Hilbert ale semnalelor:

(3.107) x3,4(t) =x(¢) - cos(ewyt)
(3.108) x5,,(£) = x(¢) - sin(@,?)

Se va ardta In capitolul urmator cd aceste relatii definesc semnale
modulate in amplitudine, cu modulatie de tip produs, pe purtitor cosinusoidal,

. . ~c . AS .
respectiv sinusoidal. Vom nota cu xa4(¢) $i xama(2) transformatele Hilbert ale
celor doud semnale. Caracteristicile spectrale aferente sunt (vezi (3.94)):

(3.109) X4 (@) = —jX 51, (o) -sign(o)

(3.110) Xasa(@) =~ jX 34 (o) sign(@),
unde:

(B.111) Xjy(w)=F{x(t)-cos(wyt)} 5 X, (@) =TF {x(1)-sin(w,t)}
Utilizand relatiile (3.66), (3.40) si (3.41), rezulta consecutiv:
Xy4(@) =iX(a)) ® %"{cos(wol)} = iX(a)) ® 7[[5(60 -wy)+o(w+ a)O)]
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Xy4(@) =iX(a))®%"{sin(a)Ot)} :iX(w)(@%[é‘(a) —a)o)—ﬁ(a)-l—a)o)]

Convolutia unei functii cu o distributie J este egald cu functia respectiva
avand argumentul distributiei & (vezi (3.61)); astfel, relatiile anterioare devin:

(3.112) X5, (jo) :%{X(a) -wy) + X (0 +wy)}

(3.113) X3, (o) =2ij{X(w-w0)—X(w+a)o)}

Inlocuind (3.112) in (3.109), avem:

X;,,A(w)z—j%-{X(a)—a)o)+X(a)+ a)o)}-sign(a))
(3.114) | ,
:2—j-{X(a)-a)0)—X(a)+a)0)}

intrucat: X(w-aw,)-sign(w)=X(w—-a,) si
X(w+ay)-sign(w) =—X(o+awy) .
Din relatiile (3.114) si (3.113) rezulta ca:

(3.115) Xwa(0) = X} (o)

si, in consecintd, X (t) = x),4(2) , sau, intr-o exprimare explicita:
(3.116) %{x(t) . cos(a)ot)} = x() - sin(wyt)
In mod similar se demonstreaza ca:

(3.117) 9¢ {x(t) . sin(a)ot)} =—x(t) - cos(wyt)

3.7.4. Proprietétile semnalelor cauzale
Semnalul cauzal este semnalul care este zero pentru ¢ negativ. Cum s-a
aratat in §3.6, semnalul cauzal satisface relatia x(¢) = x(¢)-u(¢) , unde u(¢) este

semnalul treaptd unitard. Scopul urmadrit este de a stabili, prin intermediul
transformatei Hilbert, o proprietate specifica semnalelor cauzale.

Vom aplica transformata Fourier relatiei de mai sus si vom utiliza relatia
(3.66) pentru a explicita transformata Fourier a produsului x(¢) - u(¢) :

(3.118) X(a))zi-[X(a))@?{u(t)}]

Caracteristica spectrald a treptei unitare a fost dedusa in §3.4.3 si este datd
de (3.46). Inlocuind aceasta expresie in (3.118), rezulta:
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X(w) =L‘{X(a)) ®{ﬂ5(a})+#}}
2 jo
(3.119)
=1-X(a))®5(a))+i-X(ja))®{_L}
2 2 jo

Pe baza faptului ca produsul de convolutie al unei functii cu distributia § este
egal cu functia respectiva si facand simplificarile posibile, expresia (3.119)
devine:

X(w)= % X(@)® L%J =

inlocuind:
(3.120) X(w)=A(w)+ j-B(w),
rezulta:

T L Jo—u)
si in final:

(3.121) A(w) = % : v.p.{ T i(—a))du}

-00

(3.122) B(w)= —l-v.p.{TMdu}
T

e ®—U

Concluzia care se desprinde este ca, la un semnal cauzal, partea reald
A(w) a caracteristicii spectrale este transformata Hilbert a partii imaginare

B(w), deci functile A(w) si B(w) formeaza o pereche Hilbert.
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Capitolul 4

SEMNALE MODULATE

4.1.  Notiuni generale privind modulatia semnalelor. Tipuri de
modulatie

Prin modulatie se intelege transferarea proprietdtilor unui semnal, numit
semnal de bazd sau semnal modulator, cétre alt semnal, numit purtdtor. in
urma acestui transfer rezultd semnalul modulat.

Necesitatea modulatiei in problema transmiterii informatiei se sprijind pe
urmatoarele argumente.

Modulatia este necesard pentru a face posibild transmiterea informatiei
printr-un mediu de transmitere dat (aerul sau vidul, ghiduri de unda, fibre,
etc.). De exemplu, semnalul vocal nu poate fi transmis direct prin unde
hertziene. Semnalul purtitor trebuie sa aiba capacitatea de a fi transmis prin
mediul concret, dintr-o situatie datd, facidnd posibil transferul mesajului
continut in semnalul modulator.

Modulatia este necesara pentru economicitatea transmisiei. Pe un canal
fizic realizat printr-un mediu dat, se poate realiza transmiterea simultand a mai
multor semnale, fard a exista interferente intre acestea.

Modulatia oferd, in unele cazuri, o buna protectie la paraziti.

Se noteaza generic cu x(¢) semnalul de baza. Semnalul purtdtor va fi notat
cu x,(¢). Semnalul purtator poate fi armonic (semnal cosinusoidal) sau tren de
impulsuri. Prin urmare, existd doua tipuri de semnale modulate:

e semnale modulate pe purtitor armonic;

e semnale obtinute prin modulatia impulsurilor.

In cazul primei categorii de semnale modulate, purtitorul are expresia:

4.1)  x,(t)=4,@) cos(w,t+¢,)

HOA YA

0 ly:

T = T

Fig. 4.1 Semnal purtitor sub forma unui tren de impulsuri

Proprietatile semnalului de baza pot fi transferate unuia din cei trei
parametri ai lui x,(¢): amplitudinea 4,, frecventa f,=0w, /272' si faza

initiald, ¢, .
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Rezulta trei tipuri de modulatie pe purtator armonic: modulatia in
amplitudine (MA), modulatia in frecventid (MF) si modulatia in faza (MP —
Phase Modulation — in limba engleza).

In cazul modulatiei impulsurilor, parametrii care definesc un tren de
impulsuri sunt amplitudinea A, perioada T (sau frecventa f=1/7), faza initiald
(data de t,) si durata 7. (fig. 4.1). Prin varierea fiecaruia din acesti parametri
se obtin respectiv modulatia impulsurilor in amplitudine (MIA), in frecventdi
(MIF), in faza (MIP) si in duratid (MID).

4.2. Semnale modulate in amplitudine pe purtator armonic

4.2.1. Modulatia in amplitudine cu purtétoare si doué benzi laterale

Acest tip de modulatie se utilizeaza in radiodifuziunea clasica pe unde
lungi, medii si scurte.

Ax(0), x,,(0

A

= :
Ry ? g
=~

i /\/\/\/\W\/\f\ﬂ/\f\ﬂﬂﬂ/\(\/\ﬂ
WVTTTVVVU TV UUUUUUU

Fig. 4.2 Modulatia in amplitudine

Se face ipoteza ca semnalul modulator este format dintr-o componenta
continud, de valoare unitara, si componenta variabila (variatia purtitoare de
informatie); aceasta se admite la Tnceput In varianta cea mai simpld: o
cosinusoidad de pulsatie @, , faza initiala nenuld si amplitudine m, subunitara.
Deci semnalul modulator este de forma 1+ m - cos(@y?) . In acest caz, semnalul

modulat este dat de produsul semnalului purtator (4.1) (considerat cu ¢,=0) cu
semnalul modulator, adica:

(42)  xpy()=4,-(1+m-cos(agt))-cos(w 1),

. A .

in care m=— se numeste grad de modulatie. Formele semnalelor x(¢),
P

x,(#) si x(t) suntilustrate in fig. 4.2. Utilizand notatiile din aceasta figura,
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1. Semnale modulate

gradul de modulatie se determina cu relatia:

:AM_AP _AM_Am

Ap Ay + A4,

43) m

Teoretic, m apartine intervalului [0; 1]. In telefonie, m apartine
intervalului [0.5; 0.6].

Se pune problema sd determindm spectrul semnalului din relatia (4.2).
Aceasta relatie se transforma succesiv:

Xy (1) = A, cos(@ 1) +m- A, - cos(@myt) - cos(@ 1) =

4.4 m-A
=4, cos(w,1)+

P [cos(a)p + @)t +cos(w, — )t}

Spectrele semnalelor x(7) si x,(¢) constau din cate o singurd armonica,
la frecventele @, si, respectiv, @, (@, > @, ). Spectrul semnalului modulat
contine 3 componente: purtatoarea de amplitudine A4, si doud componente

laterale, la frecventele @, + @, cu amplitudinile egale cu m4, / 2 (fig4.3).

A
0 )
spectru x(¢) | >
E @ 4,
| ®
spectru x , () I /! >
: @,
s 4,
; mA, [2 mA, 2
i I | @
spectru x,,,(¢) | !l >
w, — @, 0, 0, +0,

Fig. 4.3 Spectrul semnalelor x(¢), x,(z) si x,,,(¢)

Semnalul util este continut in cele doud componente laterale (in exces,
pentru ca ar fi suficientd o singurd componenta laterald). Deci modulatia nu
este economicd, 1n sensul ca ocupa o banda de frecventd dubld fatd de cea
necesard. Purtitoarea este mult mai mare decdt componentele laterale,
rezultand unele dezavantaje, precum saturatia amplificatoarelor si performante
energetice slabe ale modulatiei.

Definim randamentul modulatiei ca fiind raportul dintre puterea
dezvoltatd de componentele laterale (utile) din spectru, P,, si puterea

semnalului modulat, P, :
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(45) p=-t

Considerand ca semnalele x(¢) si x,(f) au amplitudinile 4 si 4,

(m= A/ 4, ), iar semnalul modulat este obtinut pe o rezistenta R, avem:
2
5 mA,, 1
2+2) R _0.5m?

2 2 - 2
4V 1 (my ) 1 105w
V2) R T\242) R
Avand in vedere valorile uzuale ale gradului de modulatie, rezultd ca
randamentul modulatiei este redus.

Reprezentarea fazoriala a semnalului modulat (fig. 4.4). Cele 3 componente
din expresia (4.4) a semnalului modulat se reprezintd ca vectori rotitori de
lungime 4, si, respectiv, mA, / 2. Ei au vitezele unghiulare @, si, respectiv,

®,+®) §1 ®,—w,. Insumarea celor 3 vectori se face plasand in varful
vectorului aferent purtitoarei cele 2 componente laterale de modulatie, care se

rotesc cu vitezele +@,, si respectiv —@,, in raport cu vectorul purtatoarei
(acesta se roteste cu viteza @, ). Insumarea vectoriald a celor 3 vectori

conduce la un vector cu lungime periodic variabila (de perioadd @, ), care se
roteste in jurul referintei O cu viteza unghiulard @, .
wO

mA, 2
w, + o) ———»| 7

14

Fig. 4.4 Reprezentarea fazoriald a semnalului modulat

Consideram acum ca semnalul util x(f) din componenta semnalului
modulator este periodic nesinusoidal. In acest caz, semnalul x(¢) se poate
reprezenta prin seria Fourier armonica, cu urmatoarea expresie:

4.6) x(t)=3 4 -cos(iogt + ;)
i=1
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1. Semnale modulate

Am presupus cad Ay =0 (intrucdt componenta continud se aditioneaza
separat). In acest caz, expresia semnalului modulat in amplitudine este:

A7) xpyu()=4,[1+ i m; cos(imyt + ¢;)]- cos(@ 1)
i=0

unde m; = A este gradul de modulatie aferent armonicii i. Se observa ca
P
fiecare armonica realizeazd modulatia purtatorului cu un grad de modulatie m;
proportional cu amplitudinea 4; a armonicii (m~A4;). Deci gradele de modulatie
sunt mai mari sau mai mici, dupd cum amplitudinile armonicilor sunt mai mari
sau mai mici.
Relatia (4.7) se pune sub forma:

m; A4,

Xy (1) = A4, cos(w 1) + %O: -{cos[(a)p —iwy)t + @; ]+
i=0

(4.8)
teos[(@), +iwy)t + go[-]}

Spectrele semnalelor x(¢) si x,,,(¢) sunt reprezentate in fig. 4.5.

1 A 143
2
0 | 4.y
*(1) | | o,
P @ 4\30)0/%50)0
L 20, 4o, mA, [2
E ®
X (1) | / ‘ >

0,20, 0,-0, 0,+0, ®,+20,"
Fig. 4.5 Spectrul semnalelor (4.6) si (4.8)

In spectrul semnalului xy4(¢) existd purtdtoarea si doud benzi laterale.
Fiecare banda laterald are spectrul identic cu spectrul amplitudinilor
semnalului de baza, numai ca scara este redusa cu coeficientul 1/ 2.

Consideram 1n continuare cazul general, cind semnalul modulator este
oarecare, avand expresia x,, - x(¢), unde Vz,

x(t)| <1.In acest caz:
4.9 xu@0=A4, -[1 +m- x(t)] -cos(@ 1) ,

X
unde m ==L |
A

p
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Ne propunem determinarea unei reprezentdri spectrale a semnalului
modulat. In acest scop, se pleaci de la reprezentarea spectrald a semnalului de
bazi, x(t), care este functia spectrala X(@). Aceasta furnizeaza densitatea de
armonici, $i nu armonicile.

Caracteristica spectrala a semnalului modulat in amplitudine se determina
aplicand transformata Fourier 1n relatia (4.9):

Xy (@) =F{xy (1)} = ?{Ap cos(@ 1)+ A,m- x(t)cos(a)pt)} =
4.10
(10 =4, -g{cos(a)pt)} +A4,m- ?{x(t) cos(a)pt)}

Din relatia (3.66) rezulta ca:

(4.11) 7 {x(t) cos(a)pt)} = % X(0)®F {cos(a)pt)}

inlocuind 7 {cos(a)pt)} =7 [é’(a) —w,)+é(w+w, )] in relatiile de mai

sus, rezulta:

Xyy(w)=74, '[5(0)—a)p)+5(a)+a)p)]+

(4.12) +md, -%X(a))®{7Z|:5(a)—a)p)+5(a)+a)p)]}
T

Convolutia unei functii cu distributia & este functia avand argumentul
distributiei J . Deci:

il X(@)®6(w-w,)=X(0-0,)
(4.13) X(@)®d(w+w,)=X(0+w,)

rd,6(0+w,)

fo

mA, mA,
5 X(w+o,) 5 X(w-o,)

Fig. 4.6 Caracteristicile spectrale ale semnalelor x(¢), si x,,,(¢)
In consecinta, relatia (4.12) devine:
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1. Semnale modulate

Xyy(w)=74, '[5(a)—a)p)+5(a)+a)p)}+
(4.14) mA,
+_2 -[X(a)—a)p)+X(a)+a)p)]

Caracteristicile spectrale ale semnalelor x(¢#) si x;,,(¢f) sunt date in
fig. 4.6. Aici se observa componentele caracteristicii spectrale ale semnalului
modulat: purtatoarea (distributia 74,6(w+ ) ) si cele doud benzi laterale.

Observatie:
Reprezentarea graficid a caracteristicii |X (a))| este simbolica si nu are

legatura cu densitatea de amplitudini reald a semnalului. Simbolizarea permite
sa se discearnd banda semnalului §i frecventele maxima si minima ce definesc
banda.

In concluzie, din cele prezentate rezulta ca modulatia examinati are doud
dezavantaje:

e Banda ocupatd de semnalul modulat este dubla fatd de cea minim
necesard. De exemplu, banda semnalului telefonic este cuprinsa intre 0.3 kHz
si 3.4 kHz. Daca s-ar utiliza modulatia prezentata, largimea benzii semnalului
modulat, in jurul frecventei purtatoare, ar fi de 6.8 kHz.

e In semnalul modulat se regiseste integral purtitoarea, rezultind
unele neajunsuri de naturd energeticd (randament scazut) si de prelucrare a
semnalului (posibilitatea saturarii amplificatoarelor, datorita nivelului ridicat al
purtdtoarei, in raport cu componentele laterale — utile).

In schimb, extragerea semnalului de bazi din cel modulat se realizeaza
foarte simplu, printr-o operatie de detectie/redresare.

Aplicatia 4.1:
Fie semnalul purtator x,(1)=U,-cos(w,f), cu Uy=20V si

4
@, =20 kHz . Semnalul modulator este x,,(¢) = > Uy -cos(27 f;1) , unde:
k=1

k 1 2 3 4
Jr [kHz] 1 2 5
U, [V] 8 4 6

Se cere:

e  si se reprezinte spectrele semnalului de baza si a celui modulat;
e si se calculeze puterea semnalului modulat §i randamentul
modulatiei.

Gradele de modulatie ale celor 4 armonici sunt: m =%=0.4,
0
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U . U
m2:U—2=O,2,m3=U—=0.3 S1 m4=U_4=0~1-
0 0 0

Conform relatiei (4.8), x,,4(¢) se scrie:

4 Up my,
Xy @) =U, -cos(@,0) + 2 . [cos(a)p —kay)t +cos(w, + ko, )t}
k=1

Ultima relatie se poate rescrie punandu-se in evidentd purtdtoarea si cele 2
benzi laterale:

4U,-m
XMA(I)=kZ1 p2 k[cos(a)p—ka)o)t}r

4Up‘mk
+U, -cos(a)pt)JrkZ::1 5 ~[cos(a)p +ka)0)t]

Conform acestei expresii, spectrul semnalului modulat este reprezentat in
zona frecventelor mari din fig. 4.7.

Ul
Up
U3
Uz U m U
% g e

ER SRR / /
!iiiiiiiii.!..l..!l | /fuﬂz]
0 10 12 20 28

Fig. 4.7 Spectrele semnalelor modulator si modulat (aplicatia 4.1)

Puterea (RMS) semnalului modulat calculatd pe o sarcina unitard este
suma puterilor purtitoarei si a celor doua benzi laterale:

2 2 2
U 4 (U U
Py =| % +2 z(—kJ =L Ul +UZ +U; +UF =320 W
[\/5 J =12 2
Randamentul modulatiei rezultd, conform relatiei (4.5), ca raport intre
puterea utild continuta in cele doud benzi laterale si puterea totald a semnalului

modulat:

4 U2
2-P 22 UL +U; +U3 + U3
__ 2t =2 AU UYL 5950,
P +2-Py U? 42 U? '
b B —p+2-2ﬂ P LUl +UF +UF + U]
2 =1 2 2
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1. Semnale modulate

4.2.2. Modulatia in amplitudine de tip produs

Modulatia de tip produs elimind cel de-al doilea dezavantaj din cele
mentionate in sectiunea anterioard. Modelul matematic este detaliat mai jos.

x(2) Xy (1) =u(t)-cos(a,r)

— X —

Tcos(a)pt)
Fig. 4.8 Modulator de tip produs

Fie x(f) semnalul modulator. Presupunem ca acesta moduleaza un purtator
cosinusoidal cu amplitudinea 4,. Semnalul modulat este:

(4.15)  xp1(2) = x(2) - cos(@ 1)

Schema modulatorului si forma semnalului modulat sunt date in fig. 4.8,
respectiv fig. 4.9.

Atunci cand semnalul modulator, x(¢), isi schimba semnul, in momentul 7,
(vezi fig. 4.9), semnalul modulat in amplitudine cu modulatie de tip produs isi
inverseaza faza.

x (0] x0)

Fig. 4.9 Modulatia de tip produs a unui semnal

Reprezentarea spectrala a semnalelor cu modulatie
de tip produs

Se calculeaza transformata Fourier a semnalului x,,(7), exprimat prin
relatia (4.15).
Din x), () = x(1) - cos(@,t) rezulta:

X (@) = F{x(2) - cos(w,)} = i)((a)) ® 7 {cos(w, 1)} =

:i)«w)®{ﬂ[5<w—%>+5(”“’pﬂ}
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Fig. 4.10 Spectrul semnalului M4 cu modulatie de tip produs

Tinand cont de relatia (4.13), ultima relatie devine:
1
(4.16) X, (@) =5-[X(a) ~w,)+ X(o+ a)p)]

Caracteristica spectrald X, (@) este ilustratd in fig. 4.10. Se observa

absenta purtatoarei, insd ramane dezavantajul cd banda semnalului modulat
este dubla fata de cea minima necesara.

Aplicatia 4.2:
Sa se determine caracteristica spectrald a semnalului din fig. 4.11, unde

. 2z
T=2T) $1 0y =—.
Ty

X(f) A T

AN
VIV

Fig. 4.11 Semnalul de analizat (aplicatia 4.2)

T~

Semnalul se pune sub forma x(z) =u(t)-cos(w,t) (fig. 4.11, a)), unde u(¢)
este un impuls real de amplitudine unitara si arie 27 (fig. 4.11, b)).

Q) L) x(t) = u(t) - cos(@,?)
—» X —>
Tcos(a)ot)
A
t
) u},
t#
-7 T

T,

0

Fig. 4.12 Generarea semnalului x(¢) din fig. 4.11
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Prin aplicarea transformatei Fourier semnalului x(¢), se obtine:
X(w) =7 {u(r) - cos(ayt)} = Zig{u(t)} ® 7 {cos(wyt)} =
V4
1
=—: 27 -sinc(@7) 7| O(@—wy )+ @+ wy) |=
> (@7)-7-[S(0—wy)+5(w+a)]

_ T.[Sinc((w_wo).z—)+sinc((a)+a)0).r)]

In relatia de mai sus se foloseste faptul ci w,r = ;—ﬁ 2T, =4r . Rezulta:
0

X(w)=r1- [sinc(a)r —47)+sinc(wr + 47r)] = X, (0)+ X, ()
In fig. 4.13, a) sunt reprezentate functiile X, (@), respectiv X, (), iar in

fig. 4.13, b) caracteristica spectrala X (w) .
A
X (w), Xy(w)

Fig. 4.13 Caracteristicile spectrale X (@), X,(®) si X,(®) (aplicatia 4.2)

Demodulatia de tip produs

Extragerea semnalului de bazd din cel modulat nu se poate face printr-o
simpla detectie/redresare, pentru cd — asa cum se remarca din fig. 4.9 — atunci
cand se schimba faza semnalului modulat, trebuie sa se inverseze semnul
semnalului extras din infasurdtoarea lui x,,,(¢). O asemenea comportare se
realizeaza cu un demodulator sensibil la fazd. Schema bloc a demodulatorului
pentru semnale MA de tip produs este datd in fig. 4.14. El implica existenta
purtatoarei x,(¢) la receptie (unde se realizeaza demodularea).

Pentru simplificarea calculelor, vom presupune A4, =1. La iesirea

circuitului de tip produs se obtine variabila v(¢) =, (¢)-cos(®,t), a carei

caracteristica spectrald se deduce ca mai jos:
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V(@) = F{ x4 (1) cos(e, 1)} =i-XMA (@) ®{7z[5(a) ~w,)+ 5@+ a)p)]}

1
Xy (1) Wo) 20
— X » FTJ —>

Tx(t) =4, -cos(w,1)
Fig. 4.14 Demodulator de tip produs
Inlocuind X w4 (@) prin relatia (4.16), rezulta:

V(w) =%[X(a)—a)p)+X(a)+a)p)]®[5(a)—a)p)+5(a)+a)p)] =

1
=Z[X(a)—2a)p)+X(a)+a)p —w,)+
+X(a)—a)p +a)p)+X(a)+2a)p)}
In final se obtine:

4.17) V()= % : [X(a) ~20,)+2X (@) + X (0 + 2a)p)]

Caracteristicile spectrale X, (@) si V(@) sunt prezentate in fig. 4.15.
X (@)

Demodulare
Caracteristica de

atenuare a FTJ

Fig. 4.15 Functionarea demodulatorului de tip produs

Filtrul trece-jos (FTJ), situat dupd circuitul de inmultire, elimina
componentele de inaltd frecventa din zona pulsatiilor w+2w,, si extrage
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. : 1 1 -
numai componenta spectrald de joasd frecventa: Z-ZX (a))=EX (). In

consecinta, la iesirea FTJ se va obtine (1/ 2) -x(1).

4.2.3. Modulatia in amplitudine cu banda laterala unica (BLU)

In modulatia de tip produs, analizati in sectiunea anterioari, banda
ocupatd de semnalul modulat este dubla fatd de cea minima necesara. Pentru a
mari capacitatea de transmisie a unui canal fizic, este util sa se utilizeze o
modulatie care furnizeazi o singurd bandd din cele 2 benzi rezultate in
modulatia de tip produs: fie banda superioara (in raport cu pulsatia @), fie

banda inferioard. O asemenea modulatie se numeste cu banda laterala unica
(BLU).

O solutie aparent simpld de obtinere a unui semnal MA-BLU consta in
selectarea, cu ajutorul unui filtru trece-banda (FTB), a uneia din benzile
laterale obtinute cu un modulator de tip produs. Aceastd solutie are un
dezavantaj important In transmisiunile telefonice, unde banda semnalului de
bazd este in domeniul 0.3-3.4 kHz: ecartul intre limita inferioard a benzii
laterale superioare si limita superioard a benzii laterale inferioare este foarte
mic, de 0.3+0.3=0.6kHz, In jurul frecventei purtatoare f,. Rezulta ca FTB

trebuie sd aiba o foarte bund selectivitate, astfel incat si suprime banda
inferioara fara a afecta zonele adiacente din banda laterala superioara.

Pentru evitarea utilizdrii FTB de inaltd selectivitate sunt elaborate doud
solutii, care vor fi prezentate in cele ce urmeaza: metoda semnalului analitic
(bazata pe transformata Hilbert) si metoda Weaver.

4.2.4. Modulatia BLU utilizédnd transformata Hilbert
(metoda semnalului analitic)

In schema de principiu care ilustreazi aceasti metodd existi doud
modulatoare de tip produs (fig. 4.16). Primul moduleazd un semnal
cosinusoidal, semnalul modulator fiind x(#). La cel de-al doilea modulator,
intrarea este transformata Hilbert a lui x(¢), purtatorul fiind sinusoidal.

> >< X o4 (t)

+
x(t) cos(w,t) ? Xyapru (1)
. . in( pt)
Filtru Hilbert ¢51n @ T .
g x(?) X X (£)

Fig. 4.16 Modulatia BLU — metoda semnalului analitic

Caracteristica spectrald a semnalului la iesirea filtrului Hilbert este (vezi
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relatia (3.94)) X (w)=-j - X(w)-sign(w), de unde rezulta:

JX (@) = X (@) sign(@)

In fig. 4.17, a) sunt reprezentate schematic functiile spectrale X (o) si
j)%(w). Se observd cd, pentru @>0, j)A((a)) =X(w), iar pentru w<0,
iX(0)=—X(o).

b X ()

jXMA—BLU (w) g

............................

= } 14
P
RIEHON
/ [\' 4
(4]
b) ’

Fig. 4.17 Caracteristicile spectrale ale semnalelor implicate in schema din fig. 4.16

La iesirea primului modulator de tip produs se obtine semnalul
Xp14(8) = x(1)-cos(w,t) . Caracteristica spectralda a acestuia, avand expresia

(4.16), este reprezentata in fig. 4.17, b). La iesirea celui de-al doilea modulator
se obtine semnalul XM (1) = )Ac(t) -sin(@,¢), pentru care vom determina

caracteristica spectrala:
(@) =7 {0)-sino, 0] =2 X (@) © 7 {sin(w, )
ma(@) =T {x(t)-sin(w 1) = = ) sin(@,,
Utilizand expresia (3.37) pentru 7 {sin(a)pt)} se obtine:
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j\(MA(a))Zij\((w)@{%[ﬁ(a)—a)p)—ﬁ(aﬂra)p)J}:

b
~ ~

:%[—jX(a)—a)p)+jX(“’+wp)]

din care rezulta:
, Ir .~ =
4.18) X, () =§[—1X(a) —w,)+ jX (0 + a)p)}

Aceastd functie spectrald, reprezentatd in fig. 4.17, b), are doua

C e . I .= S
componente: cea situatd in jurul pulsatiei ®,,, ) JjX(®w—-w,), obtinuta prin
inversarea semnului si decalarea la dreapta a caracteristicii jX (@), si cea

e . | S
situatd in jurul pulsatiei -o,, ) JX(w+w,), obtinutd prin deplasarea spre

stdnga a caracteristicii spectrale j)? (w) . Din fig. 4.17, b), se observa ca, daca

se scad functiile X, (@) si X v () (la elementul de insumare din fig. 4.16,
semnele sunt ,+’ si respectiv ,—’), se obtine X4 p; (@), fiind suprimata

banda laterald inferioard. Dacd se aduna X, (@) si Xm4(w) (elementul de
insumare din schema, are semnul ,+’ la ambele intriri), se obtine
Xyu—pru (@), cu banda superioara suprimata.

4.2.5. Modulatia BLU utilizand metoda Weaver

In modulatorul Weaver existd doud ramuri, fiecare ramura realizand cate
doud modulatii consecutive. Prima ramurd utilizeazd semnale purtitoare
cosinusoidale, iar In a doua ramurd semnalele purtitoare sunt sinusoidale
(fig. 4.18).

—> >< Yicos (t): FTJ X1 (t): >< X (t)
x(2) T cos(€r) cos(w,1) T + —
—
lsin(@t) sin(e, 1) l
T
— X > FTJ o X
Xasin (1) Xy (®) X, @)

Fig. 4.18 Modulatia BLU — metoda Weaver

Frecventa purtitoare la primele modulatii de tip produs din cele 2 ramuri
este notatd cu  si are o valoare mica, situatd in zona mediand a benzii
semnalului modulator. In fig. 4.19 este ilustratd prelucrarea semnalelor in
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primul etaj al ramurii superioare. Se observa ca functia spectrald X, (@), de
forma:

(4.19) X, (@) :%-[X(a) - Q)+ X(0+Q)]

este deplasatd simetric in jurul pulsatiilor Q si —Q. Cu ajutorul FTJ se
suprimd componentele spectrale avand |a)|>|Q| si se obtine caracteristica

spectrala a semnalului x;.(¢), adicd X, (®).

X(o)

Loy N
7 > L
0 QO - 0

Fig. 4.19 Obtinerea caracteristicii spectrale a semnalului x,, (f)

Modelul frecvential al prelucrarii semnalelor in primul etaj al ramurii
inferioare este prezentat in fig. 4.20.

1/2 ’\I ];Xzs(w)
. o,

o
Fig. 4.20 Obtinerea caracteristicii spectrale a semnalului x,(¢)

Mai intdii se determind caracteristica spectrala a semnalului
Xagin (1) = 2(0) sin(Q) :

Xy gin (@) = F{x(1) -sin(Qu)} = iX(a)) ® {%[5((0 -Q,)-6(w+ Qp)}} ,

din care rezulta:
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4.20) jX,4,(0)= % . [X(a) -)-X(w+ Q)]

Caracteristica spectrald jX,, (@) se obtine prin simpla deplasare spre
dreapta a caracteristicii X (@), in jurul pulsatiei +Q2, cat si prin inversarea
semnului caracteristicii X (@) si deplasarea ei spre stanga in jurul pulsatiei
—Q (vezi fig. 4.20). Prin eliminarea componentelor spectrale de frecvente
|a)| > |Q , cu ajutorul FTJ, se obtine caracteristica spectrald jX, (@), asociata
semnalului x,,(¢) (fig. 4.20).

Fig. 4.21 Obtinerea caracteristicii spectrale a semnalului x,,, ,,,, (¢)

In cel de-al doilea etaj al ramurii superioare, semnalul X () este modulat

cu purtdtorul cosinusoidal cos(w,f), unde @, este mult mai mare decét

P
pulsatia maxima din spectrul semnalului modulator. La iesirea modulatorului
se obtine semnalul x,(¢), a cdrui caracteristicd spectrala este:

X(w)= %"{xlc(t)cos(a)pt)} = inc(a)) ® {72'|:5(6() -, ) + 5((0 +tw, )}}

sau:
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(421) X,(0) :%[ch(a)—a)p)+)(lc(a)+a)p)}

In reprezentarea grafica din fig. 4.21, cele doua componente ale functiei
X(@) se obtin prin deplasarea simetricd, in jurul pulsatiilor @, si -, a
caracteristicii spectrale X, (@) din fig. 4.19.

In ramura inferioari, semnalul Xy,(t) este modulat pe purtdtorul

sinusoidal ~ sin(w,f). La iesirca modulatorului se obtine semnalul

X, (2) = X,4(¢) -sin(@ , t) , a carui caracteristicd spectrala este:
= . 1 b2
Xy ()= {xzs () sm(a)pt)} = EXZS (0)® {7[5@) —w,)—o(®+ a)p)}}

(4.22) X,(w)= %[— JXog(@-0,)+ X (0+0,)]

Caracteristica X, (@), reprezentatd in fig. 4.21, se obtine pe baza functiei
JjX,(w), datd in fig. 4.20, prin inversarea semnului acestei functii si
deplasarea ei in jurul pulsatiei @, , precum si prin simpla deplasare a ei spre
stanga, in jurul pulsatiei —®, .

Daca in elementul de insumare din fig. 4.18, ambele intrdri au semnul , +°’
(Ypppry O =5 +x,(2)), atunci Xy gy (@) =X (@) + Xy (@) s
semnalul modulat de la iesirea modulatorului contine banda laterald
superioard. Daca semnalele x;(f) si x,(¢#) se scad, semnalul modulat va

contine banda laterald inferioara (vezi fig. 4.21).

4.2.6. Principiul multiplexarii in frecventa

Multiplexarea semnalelor presupune transmiterea mai multor semnale pe
acelasi canal fizic, fard ca semnalele si interfereze. Multiplexarea in frecventa
se realizeaza prin modularea semnalelor respective. Frecventele purtatoare
utilizate la modulatoare, distincte la fiecare modulator, se aleg in asa fel Incat
densitatile spectrale ale semnalelor modulate sa nu se suprapuna si — in plus —
sd aibd intre ele un ecart in frecventa suficient pentru a selecta (separa) fiecare
canal prin intermediul filtrelor.

Principiul multiplexarii in frecventad este ilustrat in fig. 4.22. Aici s-au

considerat 3 semnale diferite, x* (0, xB (t) si x© (t), ale caror caracteristici
spectrale, schematizate in fig. 4.22, sunt X 4 (), X B (w) si X ¢ (w).

Cele 3 semnale se aplica modulatoarelor de tip produs, care lucreaza cu
semnale purtdtoare avand pulsatiile @), , respectiv @, si @, . Asa cum se

remarca din fig. 4.22, prin alegerea frecventelor purtatoare, caracteristicile

88



1. Semnale modulate

spectrale ale semnalelor modulate, X 4 (), X B (w) si X C(a)) ocupd zone

distincte pe axa frecventelor, fiind transmise pe canalul fizic. La receptie,
presupunand cd a fost compensatd atenuarea canalului, se utilizeaza filtre
trece-banda (FTB) care selecteazi/separa canalele: la iesirea FTB” se obtine

x4 (w) , iar FTB® si FTB vor furniza X B(a)) , respectiv X ¢ (w) . Utilizand
demodulatoare de tip produs, formate dintr-un circuit de inmultire si un FTJ

. 1 1 1
(fig. 4.14), se obtin in final semnalele EXA 1), ExB (¥) si Exc ).

XA X0 L
®
— X A FTB H X H FTy 2>
l\ a
> a)m t ][ ][ ] a)p‘
X ()4 x? (1) 0 o o le @)
0 | 2 3
— X honr FrB? H X H FTJ PAN
l\ Canal fizic
®
> Ta)Pz wpzT
X (0)d X L
®
— X HFrBe H X HFTI 2>
l\ @ Ta)ps w, T

Fig. 4.22 Principiul multiplexarii in frecventa

In schema dat in fig. 4.22 s-a utilizat modulatia de tip produs, in care un
semnal modulat ocupa o banda dubld fatd de cea minim necesard. Astfel, in
cazul unui semnal telefonic, unde banda este limitatd in domeniul
0.3-3.4kHz, banda semnalului modulat este de 2x3.4=6.8kHz, iar
frecventele purtitoare adiacente trebuie sa fie ,,distantate” la 8 kHz, pentru a
se asigura si ecartul necesar separdrii cailor prin FTB. Daca insa se utilizeaza
MA-BLU, atunci banda semnalului se reduce la jumaitate, frecventele
purtatoare adiacente sunt decalate cu 4 kHz, iar numarul de semnale
multiplexate 1n frecventd, transmise pe canalul fizic, se dubleazd — vezi

fig. 4.23.
0
- m;/l,/l,/lm§

fp(,fl) fpi fl’(i+|) f

4kHz
!

Fig. 4.23 Multiplexarea in frecventa utilizand MA-BLU
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4.3. Semnale cu modulatie unghiulara
4.3.1. Notiuni generale privind modulatia unghiulara

Modulatia unghiulara cuprinde modulatia in frecventa (MF) si modulatia
in fazd (MP). Asa cum se va arata In cele ce urmeaza, instrumentul matematic
utilizat la modelare este acelasi, iar spectrele semnalelor modulate sunt
similare. Principalul avantaj al acestor modulatii este marea robustete la
paraziti.

Fie un semnal purtator:

(423) x,(t)=A,-cos[D()],

in care relatia dintre faza ®(¢) si pulsatia semnalului @(¢) este de forma:

4.24) O@)= }a)(r)dr +@,
0

Modulatia in faza este caracterizata de relatia:

(425) O = ,(1)+AD(),

in care @ ,(1)=w,t, iar deviatia de fazd AD(¢) este proportionald cu
semnalul modulator:

(4.26) AD(N =K, x(1);
rezulta:
427) OO =w,t+K, x(t)
Semnalul MP este:
(428) xyp(t)=4,-cos| @t + K, - x(t)]

Modulatia in frecventa este caracterizata de relatia:
(429) o@)=0,+Ao(1),

in care deviatia de frecventa Aw(t) este proportionald cu semnalul modulator
x():
(4.30) o) =w,+K, x()

Utilizand relatia (4.24), in care se admite @, =0, expresia fazei devine:
t

(431) OO =w,t+K,[x(r)dr,
0

iar semnalul MF este:
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1. Semnale modulate

(4.32)  xpp(1)=4, -cos {a)pt +K, -jx(r)dr}
0

Se constatd ca semnalele MP si MF, avand expresiile (4.28), respectiv
(4.32), sunt asemandtoare: in primul caz deviatia de faza este proportionala cu
semnalul modulator, iar in cel de-al doilea caz — cu integrala semnalului
modulator. In ambele situatii, frecventa unghiulari a semnalului modulat
depinde de x(¢), fapt care justifici denumirea generica de modulatie unghiulara
data ansamblului MP si MF.

In fig. 4.24 s-au ilustrat cele doua tipuri de modulatie pe cazul celui mai
simplu semnal modulator: semnalul binar (telegrafic).

S-au utilizat notatiile: x(¢) — semnal de bazd; x,,(¢) — semnal modulat

FSK (Frequency Shift Keying); x;,p(#) — semnal modulat PSK (Phase Shift

Keying). Utilizand termenul de ,,cheiere” (in sensul comutarii valorii unui
parametru), FSK si PSK inseamna ,,cheierea deviatiei de frecventda”, respectiv
,cheierea deviatiei de faza”.

A
x(1)

—

»
»

* xMF (t)

WA A
JULIIAVARL

E0)

AN
JRVAVVAVARY

Fig. 4.24 Semnale MF si MP, de tip FSK si PSK

v™

\ 2

4.3.2. Analiza spectrald a semnalului modulat in frecventa

Sa consideram cazul cand semnalul de baza e cosinusoidal, de frecventa
@, . In acest caz, frecventa purtatoare este:

(433) wo()=0,+Aw-cos(wyt),

iar faza are expresia:

t t
O(t)=[w(r)dr+ D, = j[a)p +Aw cos(a)ot)] dr+®y =t + A—a)sin(a)ot) +®,
0 0 @
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Considerand pentru simplificare @, =0, rezulta:

(434) D(1)=w,t+ f-sin(ogr),

unde f = i—w se numeste indice de modulatie.
Expresi(; semnalului modulat in frecventa devine:
xyp(t)=4, -cos(a)pt +f- sin(coot)) =
(4.35) =4, -cos(w,t)- cos[ﬂ . sin(a)ot)] —
— A, -sin(@,1)-sin[ S -sin(wyt)]

Functiile trigonometrice care au ca argument alte functii trigonometrice se
pot exprima prin functii Bessel de speta I:

(4.36) cos[ﬂ . sin(a)ot)] =Jy(B)+2- io: J5; () -cos(2iawgyt)
i=1

(437) sin[sin(@y)] =2+ 3. Ty (B)-sin[(2i — Dyt]
i=1

7.8
vy

0.5 /

v

SR
R

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Fig. 4.25 Primele 7 functii Bessel de speta I

-0.5

Membrul drept al relatiei (4.35) va contine produse de forma:
2cos(w 1) - cos(2iwyt) = cos[(a)p +2iw,) - t} + cos[(a)p —2iw,)- t}
2sin(w,t) - sin(2iwyt) = cos [(a)p +(2i+Day ) . t] - cos[(a)p -(2i+ 1), ) . t]
Drept urmare, relatia (4.35) se rescrie sub forma:
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1. Semnale modulate

Xpp () =4, -Jo(B)-cos(w 1)+

4. %)
(4.38) 4, Ele(ﬂ)-{cos[(wp+ka>0)-z}+(—1)k cos[(a)p—kmo)-z]}

Functiile Bessel pot fi si de ordin negativ, in care caz este valabila relatia:

Ji(f), K par
~Ji(B). K impar
Dacé in relatia (4.38), indicele £ din suma se extinde de la —o la+co,

atunci relatia (4.39) permite scrierea expresiei (4.38) a semnalului MF intr-o
forma foarte compacta:

(439) J_1(B) ={

(440) xyp(0)=4, -ki Ji(B)-cos| (@, + kap)-1]

Admiténd, pentru simplificare, 4, =1, rezulta ca armonicile aferente
pulsatiilor @, £ k@, sunt date de functiile Bessel J. (/). In fig. 4.25 sunt

date graficele primelor 7 functii Bessel de speta I: J,(f8), k=0,1,...,6.

Aceste functii au fost generate cu functia Matlab besselj, utilizatd in
cadrul urmatorului program:

d=[0:0.01:10];

for i=1:7,
p=bessel] (i-1,0:0.01:10) ;
plot(d,p);
hold on;
axis ([0 10 -0.5 117);
grid;

end;

A

0.6 7

0.4
02 7J_877J_67*J_47*J_2 Jo J4 7']6 7‘]8 —

v

0 © “

-0.2

-0.4

-0.6 J

085 5 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fig. 4.26 Spectrul semnalului MF pentru § =2.4
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Spectrul semnalului MF' se obtine folosind urmatorul program Matlab:

beta=[0.3 2.4 5.5];
for k=1:1length (beta),
for i=1:19,
§=i-10;
ind (i)=1i;
p(i)=bessel]j (j,beta(k));
end;
stem(ind,p);grid;pause;
end;
Din cele prezentate se desprind urmétoarele concluzii:
e  Chiar pentru cazul cel mai simplu, al unui semnal modulator
cosinusoidal, spectrul semnalului MF e larg si complex.
e  Spectrul depinde foarte mult de indicele de modulatie, (. Este
posibil sa se adopte un indice de modulatie pentru care J,(f)=0, avand in

acest caz un semnal modulat cu purtitoare suprimata.
e  Este necesar sa se determine valoarea indicelui de modulatie pentru
care proprietatile semnalului MF sunt avantajoase din punct de vedere al

comunicatiilor.
4

\
J, (5.5 Ja J4

0.4

@
031 Jy Js T s
0.2

0.1 Lah =k T

Ve

0
@ B Js |y

0.1 T T T T ]
Jo | I
0.2

-0.3 &
-]_5 J_3 Jl
-0.4

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Fig. 4.27 Spectrul semnalului MF pentru £ mare ( f=5.5)

V]

Vom calcula puterea medie a semnalului MF pe baza modelului (4.40) al
semnalului:

(4.41) P—l-sz (t)dz—A—P-f{ s J (ﬂ)-cos[(w +ka )-t]}zdt
: - T MF - T < k )4 0
0 0 Lk=-0

Dezvoltand patratul de sub integrala, rezultd 2 categorii de termeni:
e termeni care contin patratul componentelor cosinusoidale. Integrand
acesti termeni, rezultatd 7/2, adica patratul normei functiei trigonometrice;

94
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e termeni care contin produse a doud componente cosinusoidale
distincte. Integrala acestor termeni este nuld, Intrucat functiile cosinusoidale
sunt ortogonale.

In consecinti, expresia (4.41) devine:

o |*e:'i>

(4.42) P=

. A2
LY (B ==L,
k=-0 2
deoarece:

(443 T JP-1

Rezulta ca puterea semnalului MF este independenta de indicele de modulatie,
indiferent daca se aplica sau nu semnal modulator.
Vom analiza 1n continuare urmatoarea relatie:

A =
(444) P="L. % JLP)
2 k=-0

Se pune problema determindrii benzii din spectrul semnalului MF.
Teoretic, spectrul este infinit, componentele spectrale avand pulsatia
o, ko, . In practica se considera ci banda este finita, ea limitandu-se la

ansamblul armonicilor care dau 99% din puterea semnalului MF. Deci, in
(4.44) limitele de sumare se considera finite, de la —N la +N . Se impune ca,
in cazul limitelor finite, suma sa scadad de la 1 (relatia (4.43)), la 0.99:

N
(4.45) Y JH(B)=0.99
k=—N

In conditiile 1n care se cunoaste S, aceasta relatie se poate considera ca o
ecuatie cu necunoscuta . Valoarea aproximativa a solutiei este:

(4.46) N=[p+1],
unde [] reprezintd partea Intreagd. Banda semnalului MF va fi egala cu
domeniul de frecvente: [a)p - Naoy;o, + N a)o] . Largimea benzii este:

(447) B=2(f+1)-w,

Vom analiza in continuare doua cazuri: cazul semnalelor MF cu indice de
modulatie redus, respectiv cu indice modulatie mare.
Pentru indice de modulatie redus, se tine cont ca functia:

ﬂ)k & B A
J =2 J—_ -
() (2 {k! 22-1!(k+1)!+24-2!(k+2)! 26-3!(k+3)!+
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se poate exprima astfel:

_B
(448) J(p=-
2
Rezulta: Jy(p)=1; Jl(ﬁ):g; JZ(,B):%;

Daca se considera f<0.4, J,(f) devine neglijabil. Drept consecinta,
relatia (4.40) devine:

(4.49)  xpp(t)= A, cos(w,t)+ 4, g{cos[(a}p + a)o)t] - cos[(a)p -y )t]}

Spectrul semnalului MF cu indice redus de modulatie este prezentat in fig.
4.28. Se constatd cd, daca S este mic, banda semnalului MF e aceeasi ca la
semnalul MA. Indicele de modulatie redus se utilizeaza in transmisiuni de date.
A

J,(0.3)

1.2 Jo

1

0.8

0.6

0.4
S| Js | gy |
0.2 FotJatIsJatJu— L+ 7 T 7

0
o S S J Js

P
020 2 4 6 8 10 12 14 16 1820

Fig. 4.28 Spectrul semnalului MF cu f redus (f=0.3)

Reprezentarea fazoriala a semnalului MF cu indice redus de modulatie
(fig. 4.29). Fata reprezentarea similara a semnalului M4, data in fig. 4.4, exista
2 diferente: gradul de modulatie m este inlocuit prin indicele de modulatie £ si
componenta laterald de pulsatie @, —«, are semnul minus. In consecinta,
fazorul corespunzator acestei componente este orientat invers, fatd de cazul din
fig. 4.4. In aceasta situatie se constatd din fig. 4.29 cd insumarea la vectorul
semnalului purtator a rezultantei componentelor laterale conduce la un fazor
rotitor care penduleazd cu pulsatia @, in jurul fazorului purtdtoarei, aceasta

rotindu-se, la randul ei, cu pulsatia @,.
In radio-comunicatii se utilizeaza indice de modulatie mare, adica f>1.

Neglijand pe 1 in raport cu S, din relatia (4.47) rezulta:
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(4.50) B=2(p+1) -0y =2Pw,
sau, tinand cont de faptul ca £ =Aw/w; :
@51) B=2-22 4 200
@y

-4,

5 (0, — )t

Fig. 4.29 Reprezentarea fazoriald a semnalului MF cu indice redus de modulatie

Deviatia de frecventd este un parametru al modulatiei. Constatam ca
banda semnalului MF nu depinde de frecventa semnalului modulator, @, . In

radiocomunicatii se adopta Af =75 kHz, de unde rezultd banda B =150 kHz .

Din punct de vedere practic, semnalul MF se intalneste cel mai frecvent in
doua situatii specifice:

e cuindice redus de modulatie (#<0.4) pentru comunicatii de date;

e cu indice mare de modulatie, cand banda semnalului MF este
B =2Aw , caz utilizat in radiodifuziune.

4.3.3. Analiza spectralda a semnalului modulat in faza

Vom presupune cd semnalul modulator este sinusoidal de pulsatie @, .
Rezulta:

(4.52) D(1)=9,()+Ap-sin(a) ,

unde Ag este deviatia maxima de fazd, ¢,(1)=¢,t este faza purtatoarei

nemodulate. Semnalul MP este:

Xyp () = A, - cos[D(1)] = 4,, - cos [a)pt +Ap- sin(wot)] =
4.53
(459 =4, -cos[a)pt+a-sin(a)0t)]

La modulatia de fazd indicele de modulatie se noteazd cu « si este
deviatia maxima de faza:

4.54) a=Agp

Pentru un « oarecare, spectrul semnalului MP este similar spectrului
semnalului MF:

97



Semnale, circuite si sisteme. Partea I: Semnale

xpp(t) = A, Jo (@) - cos(w 1) +

@9 3 @ {eos[ @, +kon) 1]+ (1) cos[ (@, ~kay) -]}

Daca indicele de modulatie este mic, adicd « < 0.4, se obtine un semnal
cu banda B =2w,, de tip purtdtoare cu doud componente laterale, exact ca la

modulatia in frecventd. Acest caz se utilizeaza efectiv in comunicatii de date.
Dacd indicele « este mare, banda semnalului MP are expresia
B=2(a+1)-w,, care depinde de pulsatia @y a semnalului modulator. Deviatia

maxima de fazd este cuprinsa in domeniul [-7,7], deci @ =A@ nu poate lua
valori mai mici de 7 . Rezulta ca, spre deosebire de MF, modulatia MP nu se
poate aplica la valori mari ale indicelui de modulatie. In schimb, modulatia de
fazd cu indice redus de modulatie se utilizeaza frecvent in comunicatiile de
date.

4.3.4. Semnale modulate MP si MF cu indice redus de modulatie

In cele ce urmeaza vom considera un semnal modulator oarecare, x(f).
Fie un semnal MP:

Xpp(t) = A4, -cosD(7),

cu O()=w,t+k, -x(t),n care k, =« este foarte mic, iar |x(t)| <1.

Expresia semnalului MP devine:

(4.56)  xyp(t) = A4, -cos(w,1)- cos[kx -x(t)] -4, -sin(a)pt)-sin[kx -x(t)],

sau, tindnd cont cd |k, -x(¢)| are valori foarte mici si cos[k, -x(1)]=1,
sin[k, - x(0)] = k, - x(t).

(4.57)  xyp(t) =4, -cos(w,t) — A,k - x(t)-sin(e 1)

A, -cos(w,t)
—>n '
xMP (t)

A, -sin(w, 1)

Ly —% » X :
x(¢) T

Fig. 4.30 Modulator MP cu indice redus de modulatie

A\ 4
Pl

Pe baza acestei relatii se obtine schema modulatorului MP cu indice redus
de modulatie, reprezentata in fig. 4.30.
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1. Semnale modulate

Pentru determinarea caracteristicii spectrale a semnalului MP se aplica

transformata Fourier relatiei (4.57), pe baza utilizarii distributiei o. Folosind
relatiile (3.43) si (3.66), rezulta:

Xyp(@) =74, [(@-0,)+50+0,)]-

_i Ak, X (@)® {%[5(60 ~0,)- 50+ a)p)]}
sau:
Xyp(@) =74, -[5(a>—a>p)+5(w+wp)] +
(4.58)

k
+j?XAp -[X(a)—a)p)—X(a)+a)p)}

Se constatd ca semnalul MP are purtdtoare si doua benzi laterale. Fata de
modulatia de amplitudine (vezi relatia (4.14)) apar diferente numai la fazele
componentelor laterale, densitétile de amplitudini fiind practic identice ( in
relatia (4.58) intervine k., in loc de gradul de modulatie m din expresia (4.14)).

+

- Xup (t )

— X ¥k

?
[ ()dt

t 0

Fig. 4.31 Modificarea schemei din fig. 4.30, pentru a se obtine
MF cu indice redus de modulatie

Modulatia de frecventd se obtine substituind semnalul x(f) aplicat
t

modulatorului prin [x(z)dz (fig. 4.31). Caracteristica spectrald a semnalului
0

MF cu indice mic de modulatie este:
Xyp(@)=74, [5(w—a)p)+é'(a)+a)p)]+

1 Jjk, ,
+j_w‘]z Ay [ X(@-0,)-X(@+a,)]
sau:
X yr (@) Z”Ap [5(60—60p)+5(60+a)p)]+
(4.59)

k.A
+2—a)p-[X(a)—a)p)—X(a)+a)p)]
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4.4. Modulatia impulsurilor
4.4.1. Modulatia impulsurilor in amplitudine (MIA)

Exista doua variante de modulatii ale impulsurilor in amplitudine:

e naturalid (MIA-N),

e  uniforma (MIA-U).

Pentru fiecare variantd se vor prezenta, in cele ce urmeaza, principiile
fizice (forma unui semnal MIA-N, respectiv MIA-U) si modelele matematice
respective.

Modulatia impulsurilor in amplitudine naturala

In fig. 4.32 sunt reprezentate: semnalul modulator, x(¢), semnalul purtitor,
x,(t), sub forma unui tren de impulsuri de amplitudine unitard, de perioada 7 si
duratd 7, si semnalul modulat, x,;..M#). Se constatd ca in intervalul 7
corespunzator latimii amplitudinea impulsurilor urmdreste semnalul
modulator x(t).

A
Xy (), X(2)

~

. ) x(?)
//, \\\\A/
0 . J
xMIA—N(Z) R .
A xp(t) ~__ .-

» 1
D)
— 1

VvV ~

T

Fig. 4.32 Modulatia impulsurilor in amplitudine naturala

Este evident cd semnalul modulat natural este produsul semnalelor x(7) si
xp(0):

(4.60) Xy p () = (1) x, (1)
Trenul de impulsuri x,(¢) poate fi modelat pornind de la un singur impuls,

), de amplitudine unitara si durata z (fig. 4.33). Semnalul x,(¢) este, de fapt, o
suma de impulsuri similare, care apar la momentele de timp i7, pentru

i € (—o0,+0) , adica:

@61) x,()= ¥ f(t—iT)

i=—0
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1. Semnale modulate

Vom calcula produsul de convolutie intre functia f{r) si distributia o
periodica, adica f(¢)®dy(¢). Utilizdind expresia (3.47) a distributiei delta
periodice si proprietatea de sondare in timp a distributiei J, rezulta:

FO®S )= FO® 3. 5(t—iT)= 3, f(H)®5(t—iT)

i=—w0 i=—0

= 3 f-iT)=x,(t)

In consecinti:
(4.62) x,(O)=/O)®:(1),

iar modelul matematic temporal al semnalului MIA-N este cel reprezentat in
fig. 4.34.

A

1(1) —» X —>
1 x(t) A Xyvira-n ()
&) [
S
0 T i 5T(t)T

Fig. 4.33 Impuls de amplitudine unitarda ~ Fig. 4.34 Modelul matematic temporal
al unui semnal MI4-N

Vom deduce in continuare modelul frecvential al acestui semnal. Mai
intai calculam caracteristica spectrala a purtitoarei, pe baza relatiei (4.62):

4.63) X, (0)=F{f()®5(1)} = F(w)-T{57(1)}

Pentru a deduce transformata Fourier a impulsului din fig. 4.33, F(w), se
porneste de la caracteristica spectrald a impulsului unitar, A(¢)=u(¢)

reprezentat in fig. 3.5: U (a)):sinc(%j. Semnalul f{¢) diferd de u(f) prin

faptul cd are aria 7 in loc de 1, si prin faptul ci este intarziat cu /2. In
consecinta,

_Jjor jot or
(4.64) F(jo)=F{f(O}=7-¢ 2 -Flu@®)}=1-e 2 -sinc[Tj
Caracteristica spectrald a distributiei ¢ periodice are expresia (3.52) unde
@, este, in cazul de fatd, pulsatia purtatoarei:

_2z

4.65) w, =
(465) ="
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Deci:

4.66) F{5; (O} =w,- 3 S@-iw,)

Inlocuind (4.64) si (4.66) in (4.63), se obtine:

o0 _jﬂ
(4.67) X, (0)=10, -izz_:we 2

-sinc(%)-&(w—iwp),

sau, tinand cont de proprietatea (3.35) a distributiei o:

i=—00

w 7jiwpr o1
(4.68) X, (0)=t0, - Y e 2 -sinc( ;]-5(a)—ia)p)

In continuare se aplica transformata Fourier relatiei (4.60) si, pe baza
proprietatii (3.66), avem:

(469) Xyn(@) == X (@@ X, @),

sau, inlocuind X, (@) cu relatia (4.68) si w,, cu expresia (4.65), rezulta:

T X iyt - (iw,T
(4.70) XMIA—N(C’)):F' e 2 -sinc 2p O(w-iv,)® X (o),
i=—00
sau:
;oo I i,7
(4.71) XM[A—N(a))Z?'Ze 2 .sinc 5 X(w-iw,)
i=—0
A
X (@)
1
®
—Wy Wy -

Fig. 4.35 Distributia spectrala a semnalului modulator

Fie distributia spectrald a densitdtii de amplitudine a semnalului
modulator, reprezentatd simbolic ca in fig. 4.35, unde w,, este pulsatia

e .o 9 .o
maximd ce defineste banda semnalului, iar f), =2—M este frecventa maxima
V4

din spectrul semnalului. Pentru a face o reprezentare graficd a densitatii
spectrale de amplitudini,

X M,A_N(a))|, vom considera o situatie concretd
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1. Semnale modulate

privind pulsatia @, si raportul dintre perioada T si latimea 7 a impulsurilor

= 1. . T
purtatoarei: @, =3w,; ; T:E'

Sinusul cardinal din expresia (4.71) se anuleazd pentru
0,7 . e 2
P —kx; k=+1,%2,..., adici la pulsatiile discrete i, =—k; k==%1,%2,...
T

Pentru i=0 in suma din (4.71), avem|XMlA,N(a))|=%-|X(a)) , care

corespunde componentei spectrale centrale din fig. 4.36.
A

|XM1A—N(a))| i=0
/'f”' &\

i=-3 K Y i=3
I ! \
N ;. \ _ -
, i=-2 vi=2,7 .
-~ , N [ % \ ’ / . L
~ , L) v 2 vy / N -
~ 4 Ny Ny N 4 w
AN Ay Y3 A >
»
—40)/) —3(0,) e = =2 -0, -o,| o, O, 2 = 2z 360/, 4o = 4
P r » T » 7

Fig. 4.36 Functia spectrala |X MIAN (a))|

Pentru i=+1, componentele spectrale rezultate din (4.71) sunt
. /A o, T
sinc| £— P
2
P

20,7
Pentru i=+2 avem sinc[i 5 jzsinc(iﬁ)zo, deci componenta

|X(@xw,)| (fig. 436), intrucat - i% .

|XM1A—N (60)| = % :

spectrald din jurul pulsatiei 2w, lipseste, etc. Se observa cd avem o deplasare

a functiei spectrale |X (a))| in jurul pulsatiilor *i®,, simultan cu Inmultirea

o, T
sinc P sinc| ti z
2 2

Teoretic, reconstituirea semnalului de baza din semnalul modulat se poate
realiza prin doud metode (fig. 4.37):

e fie cu un filtru trece jos (FTJ), care extrage din functia spectrald a
semnalului modulat componenta centrald, aferenta lui i=0 (fig. 4.37, a));
aceastd varianti este folositd intotdeauna, pentru ci este foarte simpla. In

acestor functii spectrale cu coeficientii numerici
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practica, @, > o, s1 7<T, astfel incat separarea cu FTJ a componentei

centrale se face cu erori neglijabile;

e fie cu un filtru trece banda (FTB), care extrage o componentd
laterald, de exemplu componenta corespunzitoare lui i==x1. La iesirea
filtrului se obtine caracteristica spectralda fara purtitoare si cu doud benzi
laterale, aferentd unei modulatii pe purtitor armonic de tip produs; semnalul
respectiv se demoduleaza cu un demodulator de tip produs (fig. 4.37, b)).

D |x0  Demodulator de tip produs!
— E ;
(FTJ) Xrtia-n ([) : 1 x([)
— FTB (¥ X » FTJ —>
Xpgaoy (1) i T cos(a, 1) :

..............................

a) b)

Fig. 4.37 Extragerea semnalului de baza din semnalul MI4-N

Modulatia impulsurilor in amplitudine uniforma

In fig. 4.38, c) este ilustrat un semnal MIA-U. Se constati cd, in intervalul
7 corespunzator latimii, amplitudinea impulsurilor nu urmareste semnalul x(z),
ci are o valoare constanta, egala cu x(iT) .

A.g(;(.;) ...........
a)
Ul \tL
A T () """"""""
0 gme- :
XT( ) .- T & E b)
T || T 6T 7T 8T 9Tt
0O T 2T 3T 4T s,T\\l l/'lOT
X (t) e
xMIA—Ugl)"- h ‘/ : C)
/"ﬂ J ﬁ\ g
. . 6r 7T 8T or I
0 T 2T 3T 4T ST\U U H U 10T

Fig. 4.38 Modulatia impulsurilor in amplitudine
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1. Semnale modulate

Pentru modelarea acestui semnal, se considerd mai intai ca semnalul x(¢)
moduleazd un tren de impulsuri 6, adicd o distributie delta periodica.
Rezultatul este semnalul xx(f) (vezi fig. 4.38, b)), format dintr-o serie de
impulsuri & avand arii egale cu x(i7). In continuare se realizeazi convolutia
impulsului f{¢) (vezi fig. 4.33) cu semnalul xy(f). Asa cum s-a aratat in
sectiunea anterioard (si va rezulta si din relatiile care urmeaza), prin aceasta
convolutie se atribuie fiecarui impuls—distributie din x/(¢) un impuls f{¢) cu
duratd 7 si amplitudine egald cu aria impulsului—distributie, adicad x(i7).
Rezultd, deci, semnalul x,,,_;(¢) .

Modelul matematic temporal este format din relatiile:

(4.72)  xp (1) =x(t)- 67 (1)
(4.73) xXypqy @) =27 (O @ f(2)

»

X
5 (t)T Tf (®)

Fig. 4.39 Modelul matematic temporal al unui semnal MI4-U

x(t) 'xT([l ® xM]A—U([)

Schema care ilustreaza acest model matematic este data in fig. 4.39.
Pentru deducerea modelului frecvential al semnalului x;,;, () se

determind mai Intai caracteristica spectrald a semnalului x,(?) :
7 1 7
Xr(w)=7 {x(t) : 5T(t)} :E- X(w)®F {5(t)} =

1 1
(4.74) == X (@) ®[wp5wp (a))} =~ X(@)®3, (0)=

=l'_§ X(0)® S(w—io,)
sau.

Ozo: X(w-iw,)

1
@.75) X, (o) -7

Aplicand transformata Fourier relatiei (4.73) se obtine:
Xyuv (@)= X7 (0)- F(o),
sau, Inlocuind F (@) si X, (@) prin expresiile (4.64) si, respectiv, (4.75):

jot
T T, . T 2 .
(4.76) XMIA,U(a))z?@ 2 -smc(TJ- > X(o-io,)

j=-00

Pentru ilustrarea grafica a functiei spectrale |X MIA-U (a))| vom considera
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acelasi parametri ai semnalelor x(7) si x,(1): @, =3w,,, unde ®,, defineste
banda semnalului modulator (fig. 4.35) si 7=7/2. Functia spectrald

|XM[A_U (a))| este reprezentata in fig. 4.40.
A |XM1A—U (a))|

7N

Fig. 4.40 Functia spectrala |X MIA-U (a))|

Spre deosebire de cazul MIA-N, aici functia spectrald |X (a))| este

deplasatd in jurul pulsatiilor +iw

, §L, simultan, este Inmultita cu funcfia

|sinc(a)r/2)|. Produsul celor doud functii face ca distributia densitatii
spectrale din componentele spectrale situate in jurul pulsatiilor tiw, sa nu mai
corespundd cu cea a semnalului de bazi. Distorsiunile produse acestor
componente prin inmultirea cu functia sinc(wz/2) se numesc distorsiuni de

aperturd. Ele sunt mici doar la componenta centrald (la i=0). Din acest motiv,
singura solutie de extragere a semnalului de baza din semnalul MIA4-U consta
in utilizarea unui FTJ care extrage aceastd componentd centrala. Pentru ca
efectul de apertura sa fie neglijabil, este necesar ca durata 7 a impulsurilor sa
fie mica. In acest caz pulsatia 27/7, la care se anuleazi functia sinc(w7/2),
este mare si panta acestei functii este foarte micd in zona centrald a
caracteristicii spectrale.

4.4.2. Principiul multiplexarii in timp a semnalelor

Principiul multiplexarii in timp este ilustrat in fig. 4.41. Cele trei semnale,
x4 @), xB (t) si x¢ (1), care se transmit pe acelagi canal fizic prin
multiplexare in timp, moduleazi in amplitudine trenuri de impulsuri. In cazul
general, purtitoarele utilizate in cele trei procese de modulatie sunt decalate in
timp, astfel incat impulsurile modulate in amplitudine nu se suprapun.

In schema din fig. 4.41, realizarea MIA-N la emisie si selectia canalelor la
receptie se realizeazd cu comutatoare electronice sinfazice. Perioada T se
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1. Semnale modulate

imparte in n intervale egale, n fiind numarul de semnale care trebuie
multiplexate. Fiecare semnal se transmite distinct intr-un astfel de interval, sub
forma unor impulsuri modulate in amplitudine. Latimea impulsurilor 7
(intervalul de timp cat comutatorul sta pe o pozitie) se alege sensibil mai mica
decat T/n. In aceste conditii, pe linia fizicdi de comunicatie, impulsurile
aferente semnalelor care se transmit ,,simultan” se succed intretesut, fara a se
interfera. La receptie, dupa separarea semnalelor MIA-N aferente celor trei
canale, extragerea semnalelor de baza se face cu ajutorul filtrelor trece jos.

A
x“ (Z) 34 44
24
It
I > 242B2C 444B4AC
r 2r ar AT 141B1C 343B3C )

—
T 2r 3T A4r Canal fizic

=
o)
~~

~
~
~

T 2T 3T 4T
Fig. 4.41 Principiul multiplexarii In timp

4.4.3. Modulatia impulsurilor in faza si in frecventa

Uzual, modulatia impulsurilor in fazd se numeste modulatie in pozitie a
impulsurilor. Ca si MIA4, modulatia impulsurilor in pozitie (MIP) poate fi:
naturala (MIP-N) si uniformda (MIP-U).

Modulatia naturald a impulsurilor in pozitie

Fie x,(f) semnalul purtator, sub forma unui tren de impulsuri de
amplitudine constantd (4,=1), perioada T si duratd 7 (7 < 7). Notdm cu ¢, faza
impulsurilor, adica intarzierea/avansul fatd de momentul de timp care
reprezintd inceputul perioadei. In fig. 4.42 sunt ilustrate situatiile cand: 7, =0,
to>0 si 2, <0.

Un semnal MIP are faza variabild, in functie de semnalul modulator, x(z):

“4.77) xp(t) = x, [t + Ap(t)] ,
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unde:
(4.78) Ap(t)=Apyx(t); x(t)|£1
t,>0 A t, <0
- :
; 1 ;
i o i
o -
' 1 ' »
(i-pr @+DT

T |7
2

Fig. 4.42 Impulsuri cu diverse valori ale fazei

Variatia maxima a fazei/pozitiei, Ap,,, trebuie sd fie mai mica decat 772,
pentru ca o comutare bruscd de la o valoare extrema negativd la o valoare
extrema pozitivd a semnalului modulator sd nu conduca la interferenta sau
suprapunerea impulsurilor vecine.

La un semnal cu modulatia impulsurilor in frecventd (MIF), se considera
relatia cunoscutd intre faza si frecventd (faza se obtine prin integrarea

frecventei):

Ap(t) = kp}x(r)dr ,
0

iar relatia generala a unui semnal MIF este:

(4.79)  xpp()=x, {t + kpjx(r)dr}
0

Vom considera acum un modulator pentru obtinerea MIP (fig. 4.43, a)),
functionand cu un semnal modulator sinusoidal de pulsatie ay. Relatia (4.78)

devine:

(4.80) Ap(t) =Ap,, -sin(wyt)

)C(t) xM”LN (t) 4 xMIP’N (t) Ap>0 Ap=0 Ap <0 Ap=0
— | MIP | —»
<K< 5 > B
o DAL 00 L 0DL
of T or 3T 47~ 5T 6T T AT

a)

x(t) 7

b)

Fig. 4.43 Modulatia naturald a impulsurilor in pozitie
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La modulatia naturald a impulsurilor in pozitie, deplasarea Ap(t) a

impulsurilor este definitd in raport cu verticala mediana a fiecarui impuls de
latime 7. Ilustrarea unui semnal MIP-N este datd in fig. 4.43, b). Expresia
semnalului x;,p_y(¢) este:

(4.81) xyp_n(@®)= X, [t + Apy, sin(a)ot)]

Pentru a examina relatia dintre MIP si MIF, vom considera un semnal
MIF cu semnal modulator cosinusoidal, de pulsatie ay. Semnalul purtitor va
avea o variatie a pulsatiei proportionald cu semnalul modulator, adica:

(4.82) Aw,(t)=Aw) -cos(wmt),

unde Aw,, determina variatia maxima de frecventa a impulsurilor. Variatia de
fazd a semnalului MIF este:

t t
(4.83) Ap(t) =[Aw,(r)d7 +15 = Awy, [cos(wyr)dr = Aoy -sin(wyt),
0 0 )

unde s-a considerat #,=0. Notand:

Awy,

4.84) p=

@
indicele de modulatie, rezulta:
(4.85) Ap(t)=p-sin(wyt),

relatie formal identica cu (4.34). Deci modelele semnalelor MIP si MIF sunt
aparent identice. Exista, totusi, o diferenta importanta: la MIP deviatia maxima
de fazad este o constantd, pe cand la MIF indicele de modulatie, S, care este
deviatia maxima de faza, depinde de frecventa semnalului modulator.

In cele ce urmeaza vom dezvolta modelul semnalului MIP-N, avand ca
obiectiv deducerea caracteristicii spectrale a acestui semnal.

Se considerd mai intdi semnalul purtitor, x,(¢), sub forma unui tren de
impulsuri de arie 7 (amplitudine unitara si durati 7) si perioada 7. In §2.2.3 s-a
dedus SFC pentru un tren de impulsuri unitare (amplitudine 1/7 si duratd 7),
avand perioada T (vezi relatia (2.38)). Adaptand relatia (2.38), se obtine SFC a
semnalului purtator:

4.86) x,(N= Y A",

1=—00

o, T
(4.87) A =L .sinc| —2~ |,
=TT 2

deci:
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(4.88) «x, (t)— Z smc( wzp Tj e/

i=—00

In §2.2.3 s-a aratat cd, dacd intr-un semnal periodic, avand parametrii 4,
din SFC, se inlocuieste ¢ cu -7, atunci parametrii 4, ai semnalului cu
— jiwyT

argument modificat sunt Ei =4e . Vom aplica aceasta proprietate in

cazul semnalului MIP-N, care este dat de expresia (4.81). Putem considera ca
x,(t+Apy, -sin(wyr)) este obtinut din x,(¢) prin inlocuirea lui 7 cu

t+ Apy, -sin(wyt) . In consecintd, parametrii Ei din SFC a semnalului MIP-N

se obtin din parametrii 4; ai semnalului x,(#), prin relatia:

~ Jiw,Apys sin(wyt)
(4.89) A, = A, - rPusn@

b

deci SFC a semnalului MIP-N este:
(4.90) Xpp N(t) :l § lnc[iw}?fj . eﬁw” (t+Ap); sin(wyt))
_ 72 —

Vom pune exponentiala din (4.90) sub forma:

(4'9 1) ejirup (t+Apyy sin(wyt)) _ ejia)],t . ejia)],ApM sin(wyt)

Constatam ca la exponentul celui de-al doilea factor din (4.91) intervine o
functie sinusoidald. Din proprietatile functiilor Bessel de speta I se stie ca:

(492) ejasin(Qt) — Z Jk (a) . eijl
k=—0

Adaptand aceasta relatie la cel de-al doilea factor din (4.91), rezulta:

(4.93) " rtPusin(@t) _ z T i, Apy,) - ™!

Inlocuind consecutiv (4.93) in (4.91) si rezultatul obtinut in (4.90), se
obtine modelul semnalului MIP-N sub forma:

j=—00

pT | & . j(iw, +k
(4.94)  xyp_ N(t)_T Z smc( J-kaJk(la)pApM)-e'](wp+ @)t

Se observa ca semnalul MIP-N are un spectru discret, in sensul ca exista
armonici numai la pulsatiile ia)p +koy, (=1, £2,...; k=0, £1, £2,...).

Intrucat:

(4.95) 9{ef ("‘“P*’“"O)’} =218 (w—iw, —kay),
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caracteristica spectrald a semnalului MIP-N rezulta de forma:

Xyp-n (@)= F{xygp_y ()} =
496) 277 2 ["W

=—— ) sinc

i=—00

J.k:z—oo']k (i0,Apy)-6(w —iw, —keay)

Modulatia uniforméa a impulsurilor in pozitie
La acest tip de modulatie deplasarea Ap(#) a impulsurilor este definita in

raport cu frontul anterior al fiecarui impuls. Figura 4.40 prezinta atit un
semnal MIP-U, cat si mecanismul de realizare a acestei modulatii.

A
x(1), d(1)
S W W A Y U S |
' ~ ' ' '
4 SH R > > >

N ' ' ' .

-~
/7
—_

\

-
¢

0| T or 3T 47~ 5T 6T 7T 8T

\ A

A xMIP—U (t)

L0100,

Olz T 21 3T 4T 5T 6T 1T 8T

€
1]
[=)
£
\%
(=}
€
Il
(=]
€
A
- o
€
Il
S

Fig. 4.44 Modulatia uniforma a impulsurilor in pozitie

S-a admis cd semnalul de baza x(f) moduleaza in pozitie o distributie delta
periodica, obtinandu-se un semnal MIP, in care impulsurile sunt de
amplitudine infinitd, duratd zero si arie unitard, adicd distributii 6. Acest
semnal s-a notat cu d(¢) in fig. 4.44 si in fig. 4.45. El se cupleaza printr-un
produs de convolutie cu impulsul f{r) de amplitudine unitara (vezi figura 4.29).

d(t)> p Xyupy (£)

x(2)
—»  MIP

T@ (®) Tf ®)

Fig. 4.45 Schema de realizare a unui semnal MIP-U

Asa cum s-a aratat in §4.4.1, In urma acestei operatii fiecare impuls-
distributie din semnalul d(¢) se transforma intr-un impuls de durata z, al carui
front anterior este declansat de impulsul J. Rezultatul obtinut este semnalul
MIP-U, in care faza impulsurilor Ap(¢), proportionala cu semnalul modulator,
x(t), este definita prin decalarea frontului anterior al impulsurilor in raport cu
momentele i7.
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Fie Ap(t) variatia fazei impulsurilor 6 din semnalul d(f), proportionala cu

semnalul modulator, x(#). Avand in vedere expresia (4.80) a variabilei p(?),
deducem valorile fazei/pozitiei care trebuie impuse impulsurilor ¢ fatad de
momentele discrete i7T:

(4.97) Ap(iT) = Ap,, -sin(e,iT)

Semnalul d(f) se deduce impunand ca impulsurile unei distributii o
periodice, la momentele discrete i7T, sa fie decalate cu Ap(iT):

(498) d()= T Olt~iT +Ap(T)]= X lt~iT +Apy, -sin(@yiT)]

Vom calcula caracteristica spectrald a semnalului d(?):

(4.99) D(@)=F{d()} = 3, F{5[t—iT +Ap,, sin(wyiT)]}

i=—00
Stiind ca 7 {5 (t)} =1 si aplicand teorema intarzierii (3.25), rezulta:

D@)= 5, 1.¢~oliT=dnysintoyT]
j=—00

sau:
(4.100) D(w)= i o iOT | gJ@Bpysin(iT)
j=—00
Pe baza relatiei (4.92), a doua exponentiali din (4.100) se scrie sub forma

e = > Ji(oApy)-e , iar expresia (4.100) devine:
fk=—o0

D(@)= X /T 3 Ji(ohpy)-e™ ™" =
(4.101) = k=m0
= Y Ji(@hpy) Y e/t

k= i=—
Intrucat:
(4.102) xpp_y () =d(@)® [ (1),
caracteristica spectrald a semnalului MIP-U este:
(4.103) Xyp_y (@) =D(®)-F(®),
sau, tinand cont de (4.64) si (4.101):

.OT

(4.104) XM]P—U (@) = rsinc (%) . 6_17 . kz Jk (wApM ) Z ej(kruo—a))iT

1=—00
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Se constata cd, spre deosebire de cazul MIP-N, cand s-a obtinut un
spectru discret, aici a rezultat o caracteristica spectrala ,,continua”, densitatea

armonicilor fiind datd de o functie continua (neteda) in raport cu .

4.4.4. Modulatia impulsurilor in duraté

Modulatia impulsurilor in duratd (MID) este utilizatd cu predilectie in
electronica de putere, fiind un procedeu fundamental de realizare a unor
circuite larg raspandite in electronica industriald. Ea este numitd frecvent
,modulatie PWM?”, dupa abrevierea denumirii din limba engleza, “Pulse
Width Modulation”.

Durata impulsurilor depinde liniar de semnalul modulator:

(4.105) 7()=7,+Ar(t)=7, +k-x(1),
unde 7, este durata impulsurilor semnalului purtitor, obtinuta atunci cand
x(6)=0.

A
t T
'xMID (t) x( )_)

0 AT ,T\ZT 4\3T 4\4T5T 67 7T 8T
T oot
2

2 2 2

Fig. 4.46 Modulatia impulsurilor in durata

Pentru a se obtine o plaja de variatie liniara cat mai mare a duratei 7(¢), se
adopta:
T
(4.106) 7, =5

iar termenul kx(f) trebuie sa ducé la variatii Az(f) limitate intre —7/2 si 7/2.
Considerand —1<x(#)<l, relatia (4.105) devine:

t)=1, +§-x(r) ,

sau, tinand cont de (4.106):

T
(4.107) 7z(t) = 3 [1+ x(2)]
Semnalul purtator x,(f) este un tren de impulsuri de forma celor din
fig. 2.15, avand insd amplitudinea unitard si durata z,. Modelul semnalului, sub
forma SFC, este:
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_ < jiogd ., _Tp . [10pT,
(4.108) x,()= > 4;-¢" 7" ; éi—?smc( it

sau:
© T io,T "
(4.109) x, ()= > FP'SinC[ l; P}eﬂwpt

Seria Fourier armonica este:

i::{sinc(iw;’rp j - cos(ia)pt)} =

T 2T 0 iw,T
=Ly Py 2 -sin| —2-2 |- cos(iw )
T T i=1 ia)pr 2 P

T 2T
(0 T 7

—_

(4.110)

Intrucat w, =27 /T, expresia semnalului purtator devine:

(4.111) x, (t) =%+£- i{l-sin(%@)cos(z’mﬁ)}

Modelul semnalului MID se obtine inlocuind in (4.111) durata constanta

7, prin durata dependentd de cea a semnalului modulator, 7(#), conform relatiei
(4.107):

(4.112) xM,D(t)zé.[Hx(t)h%b_l l

" .
Z{Lsin[%(lvwc(t))}-cos(ia)pt)}

Daca semnalul modulator, x(7), este sinusoidal de pulsatie ay (vezi
fig. 4.46), atunci in argumentul functiei sinus din (4.112) intervine termenul
sin(aypt). Dezvoltarea expresiei care contine o functie sinus avand in argument
o altd functie sinus permite obtinerea spectrului semnalului MID prin
intermediul functiilor Bessel de speta I.
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Capitolul 5

SEMNALE ESANTIONATE

5.1. Introducere

Achizitia unui semnal analogic, in vederea prelucrarii lui intr-un sistem
numeric de calcul, se realizeaza printr-un convertor analogic/numeric (CAN).
Operatia de conversie presupune doua etape, dupa cum urmeaza.

1. Procesul de esantionare. Semnalul analogic, x(t), este esantionat

discretizand timpul cu o perioada de esantionare 7,. Elementul care realizeaza
aceastd operatie este reprezentat printr-un Intrerupator cu functionare ciclica,
avand perioada 7, (fig. 5.1). La iesirea elementului E (de esantionare) se

obtine semnalul esantionat, adica sirul {x(iTe )} ,i=0,1,2,3... (fig. 5.1);

) Ea X (1)=x0T)

T

e

Fig. 5.1 Element de esantionare

2. Procesul de cuantificare. Se discretizeazd amplitudinea esantioanelor.
Se alege un pas de cuantificare, A, astfel incat rezultatul cuantificarii sa fie un
numar intreg, ¢, iar produsul ¢-A sa fie cel mai apropiat de amplitudinea
cuantificatd. La iesirea CAN se obtine un sir de valori numerice, care sunt
prelucrate prin mijloace software.

5.2. Modelarea semnalelor esantionate

Semnalul esantionat este definit numai la momentele discrete k7,. In
consecintd, se pot adopta notatiile:

x(kT,)=x, =x(k)

A. Modelul temporal al semnalului esantionat

Fie x(¢) semnalul furnizat elementului de esantionare (fig. 5.2, a) si b)). La
iesirea acestuia se obtine un sir de impulsuri modulate in amplitudine. Daca se
considera ca esantionarea s-ar face efectiv printr-un intrerupator, atunci el ar
realiza modulatia naturald a impulsurilor in amplitudine, MIA4-N, latimea 7 a
impulsurilor fiind egald cu intervalul de timp cand intrerupatorul este inchis. in
realitate, elementul de esantionare trebuie si extragd valoarea semnalului la
momentul discret k7,, ceea ce ar impune conditia ca intervalul 7 cand
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intrerupatorul este inchis sa tinda spre zero.

a) x(t) E>§c x*(t)
TC

11\ 5, (t)
c) ;
T, 2T, g
x(¢) t 1
d) T t
T, 2T, g

Fig. 5.2 Procesul de esantionare

Pentru analiza teoretica, se considera ca durata impulsurilor este nula si ca
,mirimea” impulsului este evaluata prin suprafata sa. in acest caz, procesul de
esantionare poate fi tratat teoretic, ca o operatie de modulatie a unei distributii
delta periodice de catre un semnal x(¢) (vezi fig. 5.2, b), ¢) si d)).

Modulatia impulsurilor este obtinutd prin multiplicare (fig. 5.3).

0 ¥ (0)

—»X—»

o0

Fig. 5.3 Modulatia distributiei delta periodice

Deci:

(.1 X (1)=x(1)-67 (1),

unde:

(52) SE(t)zk:ii 5(t-kT,)

00
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Intr-adevar:

(53) 2 (0)=x(t) ¥ S(t—kT,).
k=—c0
sau.
54) 2'(t)= 3 x(kT,)-8(t—kT))
k=—o0

Relatiile (5.1), (5.3) si (5.4) reprezinta modelele temporale ale semnalului
esantionat.
B. Modelul frecvential al semnalului esantionat. Teorema lui Shannon

Fie X (a)) = ?{x(t)} caracteristica spectrald a semnalului x(t) ,
reprezentatd schematic 1n fig.5.4. Se calculeaza transformata Fourier a
semnalului esantionat x* (t), al carui model matematic este exprimat prin

relatia (5.1). Aplicdnd transformata Fourier in aceastd relatie si utilizand
proprietatea (3.51), rezulta:

(55 () =F{x(1)-8, (1)} = -

e

9|~

,Tm) 0
)L;goﬂl)
|:‘—ﬂ(>
0 ()

Fig. 5.4 Caracteristica Fig. 5.5 Caracteristica spectrala a semnalului
spectrald a semnalului x(¢) esantionat x" ( t)
Notam prin:

(56)  X'(0)=7{x"(1)]
caracteristica spectrald a semnalului esantionat. Conform relatiilor (5.5), (5.6)
si (3.52) se obtine:
1

X" (o) ZEX(C")@[% 8y, (a))]

:&{X(a))C@ 5 ﬁ(w—iwe)}

277: ]=—00

(5.7)

Intrucat frecventa de esantionare este dati de relatia @, =27/T, , rezulta:

117



Semnale, circuite si sisteme. Partea I: Semnale

58 X'(0)=—- 3 X(0)®5(0—iw,).

e i=—OO
sau, considerand proprietatile (3.61) ale distributiei delta:

. i X(a)—ia)e)

(59) X*(a)):TL )

Fig. 5.6 Suprapunerea spectrala

Concluzie:

Caracteristica spectrald a semnalului esantionat, X~ (@), este periodica,

de perioadd w, =27/T, (vezi fig. 5.5).

Observatii:

1. Acelasi rezultat se poate obtine daca semnalul esantionat se considera
obtinut dintr-un semnal MIA-N, facand ca durata 7 a impulsurilor sa tinda spre
zero, aria acestora ramanand finitd (unitard). In expresia caracteristicii

spectrale X,y (@), datd de relatia (4.71), factorul /T, care inmulteste

suma reprezintd raportul dintre aria impulsului din semnalul purtator (in cazul
MIA-N aria este 7, iar in cazul esantiondrii aria se considerd unitard) si
perioada impulsurilor. In cazul esantionarii acest raport devine 1/7, . In cadrul

termenilor sumei din (4.71) se inlocuieste @), si @, si se calculeaza limita:
tim(e /" -sinc(i, 7/2)) =1

Se observa ca expresia (4.71) a semnalului MI4-N devine, in conditiile
mentionate, identica cu expresia (5.9) a semnalului esantionat.
2. Daca frecventa de esantionare, @,, nu este corect aleasd, in sensul ca

are o valoare prea micéd, se constatd un fenomen de suprapunere in frecventa
(’aliasing’ in limba engleza, « repliement en fréquence » in limba franceza —

vezi fig. 5.6). In acest caz, reconstructia semnalului x(t) din esantioanele sale,
x"(t), nu este posibild.
Teorema lui Shannon. Fie semnalul x(t) avand frecventa maximd a

caracteristicii spectrale, w,,, finita (fig. 5.7), si x* (t) semnalul esantionat cu
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perioada de esantionare 7,. Pentru ca semnalul x(#) sd fie reconstruit, pornind

de la x'(f), este necesar ca frecventa de esantionare sa fie cel putin dublul
frecventei maxime w,, a caracteristicii spectrale (vezi fig. 5.8):

(5.10) @, >2w,

sau:

1 1
(A1) fo=o-22y & T <o —

e 2fM
A
| X (@)
w 0]
—Wpy Wy
-0, + 0y, W, — Oy @, + O
Fig. 5.7 Caracteristica Fig. 5.8 [Ilustrarea teoremei lui Shannon

spectrala cu frecventa
maxima finita

Se constata cd, dacd o, =2w,, , fenomenul de suprapunere in frecventd

nu are loc, deci reconstructia semnalului x(t) este posibila. In cazul limita in

care @, =2, , componentele spectrale X (a) - ia)e) sunt alipite (fig. 5.9).

-,

“)e
—wy ===
2

Fig. 5.9 Situatia limitd cand o, =2w),,

Teorema lui Shannon se poate enunta Intr-o maniera echivalenta:
Un semnal x(t) al carui spectru este limitat superior de cdtre frecventa

Wy =27 [y, este complet determinat de catre seria de valori x(kTe), daca

T,< EY I In acest caz, procesul de esantionare nu induce nici o pierdere de
M

informatie.
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Semnalele reale nu au caracteristici spectrale limitate in frecventa. In
scopul evitdrii distorsiondrii semnalului reconstituit datoritd suprapunerii in
frecventa, susceptibild sd apard din cauza componentelor spectrale
nesemnificative de frecvente ridicate (@>am,/2), se foloseste deseori un

Hfltru trece jos” anti-aliasing. Acest filtru, plasat la intrarea esantionatorului,
(fig. 5.10), elimind componentele nedorite de frecventd @ > @, /2. El nu este

necesar dacd frecventa maxima continutd in caracteristica spectrald este net
inferioard lui @, /2.

x(t) Filtru anti- gg x*_(tl

—> . . o
aliasing

e

Fig. 5.10 Filtru anti-aliasing

C. Transformata Laplace a semnalului esantionat
Fie x(t) un semnal nul pentru # <0 si care admite transformata Laplace:

X(s) =O£Ox(t)-e_”dt ,

unde s=o+ jow. Sa consideram ca functia x(t) admite, de asemeni, o

transformata Fourier, deci:
(5.12) T|x(t)|dt: T|x(t)|dt<oo
0 —o0

Se poate inlocui variabila s cu jo in X(s) (deci, pentru s =0+ jo se
considerd o =0). Se obtine caracteristica spectrald X (), notata uzual
X ().

o — zero
x — pol

Im

<
>

R R

Fig. 5.11 Distributia poli-zerouri a functiei X (S)

Este posibila utilizarea acestui procedeu i1n sens invers: dacd 1in
caracteristica spectrala X ( ja)) se inlocuieste jw prin s, atunci se obtine

transformata Laplace X (S) .

Consideram acum X (s) transformata Laplace a semnalului x(l)

120



5. Semnale esantionate

(amintim ca x(z)=0 pentru #<0). Fie X(s) o functie rationald definita
printr-o distributie poli-zerouri (vezi fig. 5.11).

Transformata Fourier a semnalului esantionat, este datd prin relatia (5.9)
in care se va considera argumentul j®w in loc de @. Pentru a obtine
transformata Laplace, se inlocuieste j@ prin s:

(5.13) X*(S):Tig X[j(a)—iwe)]jwsz%ﬁ X(s- jiw,)

Ansamblul poli-zerouri se obtine prin reproducerea distributiei din
fig. 5.11, in cadrul unei serii de fasii orizontale de latime w, .

_________________ Alm ____
X
---O—-X-----i--ﬂ---a)e i=1 >
X
__________________ @ «J_z____<
X Fagia
} ! i=0 \ debaza
X t > >
' Re
X
_________________ ___(ﬁ)elz__<
X
“'°“X“"'!“°“'—a)ei:-l>
X
________________________ -/

Fig. 5.12 Distributia polilor si zerourilor functiei X : (S)

.1 U .
Pentru i =0, functia FX (s) genereaza aceiasi poli si zerouri, care sunt
e
reprezentati Tn fig. 5.11, si care sunt cuprinsi in banda orizontala de latime
egald cu w,, centratd pe frecventa w=0 (fig. 5.12). Polii si zerourile
celorlalte functii, pentru i # 0, se obtin in benzile orizontale, de aceeasi latime
si centrate pe frecventele *iw, (vezi fig. 5.12). Banda centrald, caracterizatd

1) 1) e .. :
de —Teﬁ 0)376, este denumitd fdsie de baza si corespunde componentei
centrale din caracteristica spectralda X ) (a)) (pentru i =0, vezi fig. 5.8).

D. Reconstructia semnalului x(t) pornind de la semnalul esantionat, X'
Daca pentru |a)| > ), caracteristica spectrald X (o) este nuld, si daca

w, >2w), , atunci este posibila reconstructia semnalului x(7) pornind de la
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x (t), prin eliminarea benzilor laterale ale caracteristicii spectrale X : (a)) a

semnalului esantionat, folosind un filtru trece jos ideal, de banda
[-®,./2,0,/2] (vezi fig. 5.13).

Filtru trece jos ideal

ACistig
T,
o oo,
2 2

Fig. 5.13 Reconstructia semnalului x(#) cu un filtru trece jos ideal

, . . . . .
Pentru |a)| >76, amplificarea filtrului este nula, deci benzile laterale ale

caracteristicii X *(a)) sunt eliminate. Banda centrald (pentru i=0) este
multiplicatd cu 7,, de unde rezultd — la iesirea filtrului — caracteristica
spectrald X (), deci semnalul x(¢). In planul ,,s” (fig. 5.12), efectul filtrului
este obtinerea fdsiei de baza, pornindu-se de la distributia poli-zerouri a lui
X (s) , care contine un numar infinit de benzi orizontale.

Filtrul trece jos ideal nu este fizic realizabil. Practic se utilizeaza elemente
de reconstructic a semnalului x(7), care realizeaza o aproximare a

caracteristicii filtrului trece jos ideal. Aceste elemente de reconstructie se
numesc extrapolatoare.

x(t) A
x'(r)

Fig. 5.14 Reconstructia semnalului cu un extrapolator de ordinul zero
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a. Extrapolatorul de ordin zero (numit si extrapolator cardinal). Acest
extrapolator mentine ultima valoare primitd (blocheazd aceasta valoare) in
timpul perioadei de esantionare care urmeaza, 7, .

Fie un ansamblu esantionator-extrapolator de ordinul zero (fig. 5.15).
Formele semnalelor x(¢), x (¢) si %(¢)~x(¢) (la iesirea extrapolatorului)
sunt prezentate in fig. 5.14.

x(t ) ?g x (t ) Extrapolator x (t )
T de ordin 0 — >
e

Fig. 5.15 Ansamblul esantionator-extrapolator

b.  Extrapolatorul de ordinul 1. Acesta realizeaza o extrapolare liniara a
evolutiei semnalului, utilizindu-se ultimele doud esantioane. Functionarea
extrapolatorului de ordin 1 este ilustrata in fig. 5.16.

x(t) A x(t) %< (t)

T, 2T T,

e e e

Fig. 5.16 Reconstructia semnalului folosind un extrapolator de ordinul 1

5.3. Transformata X
5.3.1. Transformata X, directa
Fie x(t) un semnal nul pentru #<0 (semnal cauzal). Semnalul

esantionat, x (t) , definit prin relatia (5.4), se poate exprima ca mai jos:

(5.14) x"(t)= k:ii x(KT,)8(t KT, ) = éox(kre)a(t—kz"e)

Se calculeazi transformata Laplace X (s)=<4 {x* (t)} :

(5.15) X' (s)=<L{x" (1)) = £ x(kT, ) £{ (e~ KT, )}

k=0
sau:

(5.16) X*(s):éj:ox(k]"e)_e—skn ’

123



Semnale, circuite si sisteme. Partea I: Semnale

intrucat:
(5.17) L{5(t—kT,)}=1-e
Daca inlocuim:

(5.18) el =z
in (5.16), atunci:

(5.19) X(z)=X"(s)

sTe s

[§ =z

adica:
(520) X(z)=3 x(kT,)-z*
k=0

care reprezintd transformata X, a semnalului esantionat:
(521) X (2)=R{x" (1)} = {x(kT, )}

Observatii:
1. Fie o verticala de abscisd « trasatd in planul ,,s”. Traiectoria
corespunzatoare in planul ,,z”” este un cerc de raza p = e (fig. 5.17).

[IP%2] “ €69
A Im S Im VA

\

ek
/

29

Fig. 5.17 Traiectorii corespondente in planele ,,s” §i ,,z

4

»

A Im g ‘ Im o
d

g flew,
'\C 2
s 1 sTe _
© Re © 77 £ g Re
a ~ | > = =5 o
c A
_De
a bl 2

Fig. 5.18 Traiectorii corespondente in planele ,,s” si ,,z”
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2. Fie conturul C; care corespunde fasiei de bazd in semiplanul stang al

planului complex ,,s” (fig. 5.18). Traiectoria corespunzatoare in planul ,z” este
prezentata in fig. 5.18, unde raza cercului este unitara.

5.3.2. Transformata < inversé

Pornind de la transformata Laplace, X(s), se poate calcula semnalul x(¢),
cu ajutorul transformatei Laplace inverse:
c+ joo
(522) x(t)=L"'[X(s ]—— [ X(s)e"ds,
77’-] c—joo
unde constanta ¢ este superioara indicelui de crestere « al functiei x(t):
|x(t)| <M -e”

Daca se pune ¢ = kT, , se obtine:

(5.23) x(kT, )—Lﬁj/wx(s)-e““"eds
‘ - 27[] c— joo
Folosind substitutia ele=z n (5.23)si ds _TL 4 , rezulta:
z
(5.24) x(kT,)= ! —4 ix(s) 2 dz
¢ 271'] C T eST@:z
Dar:
1 1 2 . x
T X (Nen =7 X X(s=iio)) g g, =X )y o, =X (2).

unde s-a considerat fagia de bazd din planul ,,s”, prin adoptarea indicelui i=0.
Inlocuind ultima relatie in (5.24) rezulta:

(5.25) x(kn)zijgﬁ){(z)-zk_ldz
C

Conturul de integrare C in planul complex ,z” este cercul de raza

p= e ¢ . Expresia (5.25) defineste transformata X inversa.

5.4. Proprietatile transformatei <

Fie x(k)=x, =x(kT,) semnalul esantionat cu perioada de esantionare

T,. Se vor prezenta in cele ce urmeaza cateva din cele mai importante
proprietati ale transformatei X.
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1. Liniaritatea
Fie & {x; (k)}=X;(z). Avem:

1

M=
o
>
O

(5.26) %{]zv: CiX; (k)} =
i=1

i=1

2. Teorema intdrzierii
Fie x;(k)=x(k—d) semnalul x(k) intdrziat cu d perioade de

esantionare. Avem:
(5.27) K{x;(k)}=R{x(k-d)}=z""X(z)
Demonstratie:

%{X(i—d)} = ix(l'Te —dTe)Zfi :g‘ax[(l'_d)Te]Zi

i=0

Notand i-d=k, rezulta:

Z{x(i-d)y=z" -kidx(k)z_k —z Y (k) F = X (2),
intrucét x(k)=0 pentru k<0.
Observatie:

Se poate interpreta z”' ca fiind operator de intirziere cu o perioadd T,.
3. Teorema anticipdrii

(5.28) Kfx(k+1)}=z-X(z)-z-x(0),
sau, in cazul general:

(529) Rfx(k+d)} =20 ()= 2x(0)+ 2 x(1) +...+ 2x(d -1)

Demonstratie:

Urmand acelasi mers de calcul ca 1n cazul precedent, rezulta:

(i +d)} = éx[(ud)z;].z-f == 3 x(k)-2*

Intrucét limita inferioard din suma este d, vom aduna si scidea termenii
pentru £=0,1,...d-1. Rezulta:

%{x(l’ + d)} =z¢ i x(k)z_k - [zdx(O) + Zd_]x(l) +..+ zx(d — 1)] ,
k=0
adica relatia (5.29).
4. Teorema valorii initiale

(5.30) x(0)=lim X (z)

Z—>0
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Examinand relatia (5.20), se observa ca pentru z tinzand la infinit se
anuleaza toti termenii cu exponent negativ din sumd, raménand numai
termenul x(0).

5. Teorema valorii finale

(5:31)  lim x(k)= lim| (z—1)X(z)]

z—1

Demonstratie:
Fie d(7) un semnal reprezentand diferenta esantioanelor consecutive din
semnalul esantionat (proportional cu derivata discretd a semnalului):
d@)=x({+1)—x()
Vom calcula transformata X a acestui semnal pe doua cai:
o0 .
1) D(z)= %{x(z’ +1)— x(i)} => [x(i +1)— x(i)] -z
i=0
Din aceasta relatie rezulta ca:

(5.32) lin} D(z) = x(1) = x(0) + x(2) — x(1) +... = lim x(i) — x(0)

2) De la D(z) =X {x(i+1)} - Z{x(i)} = z:[ X (2) - x(0)] - X(2) , unde s-a
utilizat teorema anticiparii, se obtine:

(5.33) D(z)=(z-1)-X(2)-x(0),
din care se deduce:

(5.34) lin}D(z) = lin}{(z ~1)- X (2)} - x(0)

Din (5.32) si (5.34) rezulta:
lim x(i) - x(0) = lim {(z —1)- X (2)} - x(0)
i—0 z—l1

si se obtine relatia (5.31).

Observatie:

Transformata X a semnalului d(i), prezentata sub forma (5.33), se
considera a fi imaginea in z a derivatei discrete a semnalului.

6. Teorema insumarii (integrarii)
Fie:
i
(5.35) y(i)z > x(k)
k=0

functia proportionald cu integrala discreta a semnalului. Atunci:

(536) {y(i)}= 1_12_1 X(z)
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Demonstratie:

2{y(i)} = f[ z x(k)}zi = x(0) +[x(0) + x(D] 2" +[x(0) + x(1) + x(2)] 2.
k=0

=x(0)- (1 +zl 4272 4 ) +x(1)- z! -(l +zl 42724 ) +...

(1424274 ) : [x(O) tx()-z 4 x(2) 2+ ] - X(z)

1-z

7. Teorema sumei

(537) X x(k)=limX(z)
k=0 z—l1
Acest rezultat se obtine din (5.20), inlocuind z prin 1.

8. Teorema inmultirii cu o exponentiala
Fie:

R} = X (2),
atunci:

(538) e x(iT, )} = x (2" )

Demonstratie:
+aiT, . & +aiT, . —i & . FaT, - FaT,
%{e‘ fx(lTe)} =Y e ex(zTe)z => x(zTe)(ze e) :X(ze f)
i=0 i=0

9. Teorema inmultirii cu timpul

Fie x(iT,) un semnal provenit prin esantionare din x(¢) si X(z) transformata
sa in z. Atunci semnalul iT,x(iT,), provenit prin esantionare din #x(f), are
transformata X.:

. X

(5.39) KT, -x(iT,)} =-T,- .

Demonstratie:

~ o0
Intrucat X (z) = x(iTe) -z7!, se calculeazi derivata:
i=

X(z) =—§i-x(z’Te)-z*"*1 =—z 1. f i-x(il,)-z"
dz i=0 i=0
sau:
(5.40) fz‘-x(ﬂ;)-z—":—z-m
i=0 dz
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Pe de alta parte:

(5.41) %{iTe-x(iTe)}=iﬂ;-x(ﬂ;)-z"'

i=0
Substituind (5.40) in partea dreaptd a relatiei (5.41), se obtine relatia (5.39).

5.5. Convolutia semnalelor esantionate

Fie x (k) si x, (k) doud semnale esantionate. Convolutia lor este:

5.42
(542) :éxl(i)-xz(k—i)z%xl(k—i)-xz(i)

Vom demonstra ca:

(5.43) KZ{x (k)®x, (k)} =X, (2)- X, (2),
adica prin transformata X, produsul de convolutie x,(k)®x, (k) devine
produs algebric al functiilor X, (z) si X,(z).

Demonstratia porneste de la explicitarea produsului X, (z)- X, (z) si are

ca obiectiv transformarea expresiei respective, astfel incat produsul sa fie
exprimat ca o transformatd & a produsului de convolutie al semnalelor x, (k)

si x, (k):
Xl(z)‘)g(z):[ > xl(k)-z"‘H > xﬂk)-z‘ﬂ -
k=0 k=0
- [xl 0)+x(D)z " +x,(2)z72 + ] :
(5.44) -[xz 0)+x,(Dz " +x,(2)z72 + ] -
= x,(0) x, (0) +[x,(0) - x5 (1) + 2, (1) x,(0)] - 2" +
+ [xl 0)x2)+x1) - x,(D)+x(2) x, (0)] TR

Se observa ca, In termenul general, coeficientul care Tnmulteste pe z* este:
k
(5.45)  x(0)xy (k) +x; (Dxy (A =D +...+ X (k)x, (0) = 2 x (D) x5 (K —1),
i=0

deci relatia (5.44) se scrie sub forma:

%) k 0
Xi(2)- X5(2)= % [z x,(0)- xy (k —z‘)]z"‘ = kgo[xl(k)%(k)]-z"‘ :

k=0|i=0
adica:
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(5.46) X (2) X5(2)={x (k) ® x, (k)]
Fie X,(2)=%{x (i)} si X,(2)=X{x,(i)}. Convolutia functiilor X;(z) si

X, (z) este definitd prin relatia:

X,(2)® X, (2) EXI(Z)*XZ(Z)zi-gSXl (ij-Xz(u)(L—u:

(5.47) Jc
:%.55)(1(”).)(2(5](1_”
Tj ¢ u)u

Vom demonstra ca:
(548) XX (2)® X, (2)} = x(k)- %, (k)

adica prin transformata < inversa produsul de convolutie al imaginilor in z se
transformd in produs algebric al semnalelor discrete x;(k) si x,(k). Relatia
(5.48) este echivalenta cu:

Z{x (k) x, (h)} = X, (2) © X (2),

pentru a carei demonstratie calculam transformata & a produsului semnalelor:
Rla®) xu®}= X 0@ -x®)]-=
=0

si inlocuim x,(k) prin transformata < inversa (vezi relatia (5.25)):

Rl (k) x ()} = goxl (k)'{ij'i)(z (u)uk‘ldu} 27 =

0 z —k
=#-9{2x1(k)-(—) ]Xz(“)%=

27j | k=0 u

1 z du
2
2rj ¢ u u
5.6. Metode de calcul pentru transformata X directa

Se pot utiliza douad metode:
e calculul direct, utilizand relatia de definitie (5.20);
e calculul indirect, pornind de la transformata Laplace.

1. Calculul direct. Se foloseste relatia:
(549) X(z)=Y x(k)-z7*
k=0
pentru determinarea transformatelor X ale celor mai utilizate semnale.
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a — Treapta unitara (fig. 5.19)

1
1

(5.50)  U2)==uk)| :1+1-z‘1+1-z‘2+1-z‘3+...:1
—Z

-1 0 1 2 3 .« k
Fig. 5.19 Treapta unitara

b — Rampa unitara (fig. 5.20)

(5.51) R(z)=R{r(k)}=0+T,-z7"+27, 27+ .=—¢——

3T, |- - ,—,“"/ \\4_\ e
vy | I
Te _______ \\\‘ S9- o
I e—aTe e—aZTe e—a3TeT T _______
0 T, a1, 3T, ¢ 0 1, 21, 3, 4r, 1
0 1 2 3k 0 1 2 3 4k
Fig. 5.20 Rampa unitara Fig. 5.21 Functia exponentiala

¢ — Exponentiala (fig. 5.21)

1

(5.52) E(z)=Rfe(k)}=1+e ez +e? ez 4+ = T

l-e

Observatie:
Transformatele X ale functiilor uzuale sunt date in tabelele de
transformate.

2. Calculul bazat pe transformata Laplace
Fie x(¢) un semnal avand transformata Laplace X (s). Pentru a calcula

transformata X a semnalului esantionat x(k), se cautd o relatie directa
X (s)—)X (z), folosind schema datd in fig. 5.22. Se utilizeazd definitiile

introduse anterior:
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(553) x'(£)=x(t)-, (t)zx(t)-éo S(1-kT,),

cdci x(¢)=0 pentru £<0.

. t) esantionare X k)
=4 <

2

X(s) T X(2)
Fig. 5.22 Schema de calcul al transformatei X

Prin aplicarea transformatei Laplace ecuatiei (5.53), rezulta:

(5:54) <L{x (1)} EX*(s)zX(S)*‘E@{ > 5(t—kTe)}

k=0
Dar:
(5.55) ‘EE{ i 5(t—kTe)}=1+1-e_STe +1.e75e 4 = lfsT ,
k=0 l—e '
atunci convolutia imaginilor din (5.54) devine:
(5.56) X'(s)= X(s)*( : j: : .wax(u).;du
1—¢™% ) 27) | o Tels—u)
Folosind relatia (5.19), se calculeaza transformata &:
(557 X(z)=X"(s) , —;CJrjj.wX(u)-;du
ez 27 i 1-e'lez!

fn ultima integrala se poate inlocui variabila u cu variabila s . Dacd X(s)
este o functie rationald, rezulta:

1 c+ joo 1

X =— X(s)————ds=
(=5 T x
(5.58) 1
- Rezl X(s) ——
polzZi: ez[ (S) I—GST"Z_I}
lui X(s)

Exemplul 5.1:

Fie semnalul x(t) reprezentat in fig. 5.23 si definit prin:

_ -t S
(5.59) x(t): l-e pentru ¢>0
0  pentru <0
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Transformata Laplace a acestei functii este:

Fig. 5.23 Reprezentarea functiei (5.59)

Sa calculam X (z), cand perioada de esantionare este 7,. Polii functiei

X(s) sunt s, =0 si s, =—a . Deci:

X(z)zZRez{ @« 1 1}:

5120 s(s+a) 1-elez™
Sy=—a
a 1 a 1 z”! '(l_eiaTE)

R N (R N (A

5.7. Calculul transformatei 5 inverse

Se pot utiliza trei metode:

calculul direct, folosind relatia de definitie (5.25);
e metoda seriei de puteri,

o descompunerea functiei X(z) in elemente simple.

1. Calculul direct

_ -1 _ 1 k-l _ k-1
(5.60) x(k)=% {X(z)}—2ﬂjgﬁ)((z)z dz po%ui Rez| X (z)z |
X(z)z_1
Exemplul 5.2:
Fie:

0.25z
(Z - 0.5)(2 - 0.3)

(5.61) X(z)=

Polii functiei X(z) sunt z; =0.5 si z, =0.3. Deci:

025 z i1
x(k)= Rez -z
(k) 21:201,5 (z-0.5)(z-0.3)
z,=0,
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025 o, 025
0.5-0.3 03-0.5
(k)L =05025,0.2: 0.1225;...

sau x(k)= 103" =1.25(0.5 ~0.3"). Se obtine sirul

Exemplul 5.3:aplicatie in Matlab
Fie:

27232322 4+0.5z

5.62) X(z)=
(5:62) X(2) 2 -2322+1.7z-0.4

Daca se noteazd cu p,, i = Ln, polii functiei X(z) 7! , atunci:
x(k)= Y Rez [X(z)-zk_l]z > Rez[X(z)-z_l]plf"
poli p; poli p;
Fie B (s) / A(s) o functie rationala, unde gradul numairatorului nu

depaseste gradul numitorului. Aceastd functie poate fi dezvoltatd dupd cum
urmeaza:

B(s) _& _n
66 St

unde p, si 7, i=1,n, sunt polii si, respectiv, reziduurile. Notim a; si b,

i =1,n, coeficientii polinoamelor A(s) si respectiv B(s) . Atunci un program
Matlab de forma:

num=[b, b,.; .. bi];

den=[a, ap-1 .. ail;

[r, p, kl=residue (num, den)
permite determinarea vectorilor » §i p, ce contin reziduurile i polii, precum

si a coeficientului £ din expresia (5.63).
Pentru exemplul considerat, functia B(s) / A(s) este:

222232405

2-23241.7z-04"
deci comenzile Matlab sunt:

X(z)-z_1 =

num= [ 2 -2.3 0.5]
den = [1 -2.3 1.7 -0.4]
[r, p, kl=residue (num, den)
Vectorii 7 si p obtinuti sunt:
2 1
r=|11|; p=/0.8];
-1 0.5
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prin urmare, rezulta:
(5.64) x(k)=ripk+rpt+rpt=2.(1)"+1-(0.8) +(-1)-(0.5)",

de unde: {x(k)} =2;2.3;2.39; 2.387; 2.3471;...

k=0,1,2,...

2. Metoda seriei de puteri
Fie X (z) o functie rationald, de forma:

-1 -n
_ by+bz +..+b,z

X(z
-1 -n
l+az " +..+a,z

Se realizeaza dezvoltarea in serie de puteri a acestei functii, impartind
numaratorul la numitor. Rezulta:

X(z) =q +ozlz_1 +a22_2 +...

si, In consecinta: {x(k)}k:()12 =ay; ap; Oy;...
Exemplul 5.4:
Se considera functia X(z) data prin (5.61). Ea se poate scrie sub forma:

0252 0.25z""
22-082+0.15 1-0.8z7'+0.15272

Impartind numiratorul la numitor se obtine seria de puteri:

X(z)

X(z)=0252"+0.227+0.122527 +...

Deci {x(k)} =0; 0.25; 0.2; 0.1225:...

k=0,1,2,3...

Exemplul 5.5 aplicatie iIn Matlab
Pentru functia X (Z) de forma (5.62) se foloseste programul Matlab

urmator, care realizeaza operatia iterativa de Impartire a polinoamelor.

clear all;
num=[2 -2.3 0.5 0];
den=[1 -2.3 1.7 -0.4];
for k=1:5,
[g, r]=deconv (num, den) ;
num=conv (r, [1 0]);
v (k) =q (k) ;
end;

Programul calculeaza in vectorul v primele 5 valori ale variabilei x(k) si

genereaza rezultatele urmdtoare: {x} =2 2.3 2.39 2.387 2.3471.
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3. Descompunerea functiei X(z) in elemente simple

Exemplul 5.6:

Se considera functia X(z) data prin (5.61). Se pune aceastd functie sub
forma:

0.25z7"
(1—0.52*1)-(1—0.32*1)

si apoi se realizeaza descompunerea ei in elemente simple:

X(z)z

0.2527" G G
(1—0.52‘1)-(1—0.32—1) 1205270 120327

Se calculeaza coeficientii C, si C,:

-1 -1
CIZ% :1.25;@‘2:&271 -_125
1-0.3z 205 1-0.5z 203
Deci X (z)= 1.25 1.25 - . Transformata X inversd a functiei simple

10520 1-03z"
F(z):% este f (k) =z {F(Z)} =C-rF. Rezulta:

1-r-z

_ 1.25 1.25
k=% 1{ - }:1.25- 0.5 —0.3
*(k) 1-05z7" 1-0.3z7" ( )

si {x(k)}, g, =0:0.25:0.2; 0.1225...

Exemplul 5.7:aplicatie in Matlab
Fie X (z) de forma (5.62). Daci se foloseste variabila z', atunci aceastd
functie devine:
-1 -2
X(z_l ) _ 2 2.132 + 0.2522 :
1-23z +1.7z°-0.4z"

Sa considerim z™'=u si sa dezvoltim X (u) in elemente simple, cu

ajutorul functiei Matlab residue. Comenzile Matlab sunt:

num=[0.5 -2.3 2 ];

den=[-0.4 1.7 -2.3 11;

[r, p, kl=residue (num, den)
Vectorii 7 si p obtinuti sunt:

2 2
r=|-125); p=|125
-2 1
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2

si functia X(zfl) = X(u) devine X(z_l) =

X(z‘l)z— ! Tt ! Tt _21
1-0.5z—7 1-08z" 1-z"
Transformata & inversa este:

x(k)=(~1)-0.5% +1-(0.8)" +2-(1)",

care genereaza rezultatul (5.64).

5.8. Transformata Fourier discreta

+
o2 1125 1-z77!

-1.25 -2
+ sau:

Fie x(t) un semnal de duratad finitd = (fig. 5.24, a)). Este posibila

constructia unui semnal periodic, x,(t), repetdnd x(¢) la fiecare interval de

timp 7 (fig. 5.24, b)). Deci:

0

(5.65) xr(t)z > x(t—mr)

m=—o0

Semnalul periodic x, (t) se descompune in serie Fourier complexa astfel:

0

(5.66) x, (t)z .Z Al

unde:
(5.67) wp=22.
T
(5:68) 4 :lfxr(f)‘e_ﬁwotdf=lfx(t)e_-fi“’°’dt
7o 7o

caci x(t) =0 pentru 1 <0 si ¢ >7. Din (5.68) rezulta:
|
(5.69) 4, =—X(iey)
T
si expresia (5.66) devine:

(5.70) xr(t)zl i X(ia)o)~eﬂw0t

i=—

= T x(t)e /@ o'de,
[

Se observa cd spectrul SFC al semnalului x,(7) este obtinut prin

esantionarea caracteristicii spectrale X (a)) a semnalului x(t) , cu perioada de

esantionare @, =27/7 , efectudnd o modificare de scard cu 1/z (fig. 5.24,

¢) si d)). Expresia analiticd a semnalului neperiodic x(¢) este:
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1 = "
— Y X(iwy)-e"™, 0<t<t
T j=x

(5.71) x(t)=
0, inrest

x(t)

Transformata
Fourier

Seria Fourier
complexd

\ A

0 T 27 .-

b)
Fig. 5.24 Caracterizarea spectrald a semnalelor neperiodice si periodice
Sa presupunem ca x(t) are caracteristica spectrald limitatd la frecventa

o, (vezi fig. 5.24, c)). Fie x*(t) semnalul esantionat, cu perioada de
esantionare 7, =1/2f,, , unde f), =@, /27.
Caracteristica spectrald a semnalului esantionat in banda de baza este:

(5.72) X*(a,):Tie.iix(w—iwe)i:O:Tie.X(a,),
unde:
(5:73) X (0)=F{x(1)}= ] x(r)-c7dr=[x(r)-c/ds
-, !

In aceastd integrala se discretizeaza timpul ¢ cu pasul de esantionare 7,
rezultand:

(5.74) N=1/T,

intervale de discretizare.
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Se obtine:

N-1 . N-1 _
(5.75) X(a)): > x(kT).e_Ja)kTe T, =T,- > x(k)-e_M)kTe
k=0 k=0

si relatia (5.72) devine:
. N-1 kT
(5.76) X (o)=Y x(k)-e /"
k=0

Sa discretizam axa frecventelor @ cu pasul @, (perioada de esantionare a
caracteristicii spectrale X (@), vezi fig. 5.24, d)), unde:

(5.77) 2wy, =N -,

Folosind (5.67), (5.74) si (5.77), relatia (5.76) devine:

* * N-1 - N-l _ 21

X (in)EX (i)z > x(k).e*ﬂa’okTe =y X(k)-e I kT, _

k=0 k=0
L2 o
N-1 —ji—kT, N-1 2T
= X(k) eﬂNT" Zx ) eﬂkN’ l=0,N—]
k=0 k=0
Deci:
* N-1 _jikzl
(5.78) X"(i)= X x(k)-e " N, i=012,.N-1

k=0

Sa inlocuim X (@) din (5.72) in (5.71). Cum X (w) este limitatd la
frecventa ), , se obtine:

I 2 LT N, )
—_ X . ]labf __e, X . ]labt S S
(5.79) x(t)= X Xliap)e ;0 (iap)e™,  0<t<r

- Tl':—oo

Ny

0, in rest

In relatia (5.79) se discretizeaza timpul ¢ cu pasul T,, punand ¢t=k-T,,

unde valorile lui & corespund intervalului [O,T] 1 k=0,1,2,...,N-1. Rezulta:

27
N-1 2r N-1 i—kT,
x(k];)zx(k):]\%; ,g(:)X*(iwo)Jl7kTe :%. E(:)X*(l-)_ej NT, ,
k=0]1,..N-1
sau:

N-1 jklz—”

(5.80) x(k)=—-X X (i)-e N, k=01,..N-1
i=0
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Fie:
2r

(5.81) u=e N

g . . 2r .
numarul complex de modul unitar §i de argument ST reprezentat ca vector, §i

gi , k=0,1,...N-1, steaua simetrica a vectorilor de modul unitar (fig. 5.25).
Relatiile (5.78) si (5.80) devin respectiv:

Fig. 5.25 Steaua vectorilor unitari gi, i=0,N-1

. N-1 —jik?E
(5.82) X (i)=% {x()}=2 x(k)-e N, i=0,N-1
k=0
% 1 NI, i
(5.83) x(k)z?d_l{X (k)}:—-z)((i) u*, k=0,N—-1
N iz

Transformata Fourier discreta directd este definita de relatia (5.78) sau
prin relatia (5.82). Transformata Fourier discreta inversd este definitd prin
relatia (5.80) sau prin relatia (5.83).

Calculul transformatei Fourier discrete
Daca se dezvolta relatia (5.82), pentru i =0,1,2,...,N —1, se obtin N relatii
algebrice, care pot fi scrise sub forma matriciala (5.84).

X0 o w1 ] Tx(0)

X7 (1) low w7 x(1)
(84 | X(2) |=|1 £ w2V x(2)

X" (N=1)| |1 WM 2 _(N—1)2 x(N-1)
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Pornind de la particularitatile matricii din relatia (5.84) (identitatea liniilor
si coloanelor avand acelasi indice; gN =1, etc.) a fost dezvoltat un algoritm de

calcul rapid al valorilor X~ (k), k=0,N —1. Transformata Fourier discreta

astfel calculatd se numeste transformata Fourier rapidd (TFR), sau FFT (Fast
Fourier Transform — in limba engleza).

Semnificatia transformatei Fourier discrete
Valorile x(k) sunt esantioanele x(k7,) ale semnalului x(¢). Valorile

X"(i) sunt proportionale cu coeficientii 4, ai dezvoltarii in SFC a

1

semnalului x, (), avand perioada 7

(585 X' (i)=N-4,

0T
1
_’Ti'_kre = NT, 20 !
‘X*(i)“
b) TX*(i):Néi

.. /
1 1 e 1

ol Neo,'=
L,
0 =, =27/T,

Fig. 5.26 Esantionarea unei caracteristici spectrale
introduce o periodicitate a semnalului
Transformata Fourier discreta stabileste o corespondentd intre valorile
esantioanelor lui x(k) si X (i) ale unui acelasi semnal, in domeniul temporal

si respectiv frecvential:
a — esantionarea caracteristicii spectrale cu un pas @, =27/t (vezi

fig. 5.26, b)) introduce o periodicitate a semnalului, deci x(#) este transformat
in x, () (vezi fig. 5.26, a));

b — esantionarea semnalului x(t) introduce o periodicitate a caracteristicii
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spectrale, deci X(w) este transformatd in X " (0);

¢ — sirul esantioanelor x(k) , k=0,1,... N—1 (care este o parte a
semnalului esantionat x, (k)) are ca model spectral sirul de valori esantionate
b (i ) , 1=0,1,... N—1 (care este o parte a caracteristicii spectrale

X" (0)= TL - X (@), esantionate cu pasul @y =27/7).

e

Legatura intre transformata Fourier discreta si
transformata <

Transformata & a semnalului esantionat x(k) este:
N-1 i,
(5.86) X(z)=R{x(k)}= X x(k)-z
k=0
Se plaseazd variabila z pe cercul unitar §i se impune esantionarea
variabilei z pe acest cerc, cu pasul egal cu 27/N. Se obtin esantioanele

S g (0 12, N-1 .
variabilei z corespunzitoare seriei {u =1, u =u; u”; ... u (vezi fig.

5.25). In acest caz, transformata < devine transformata Fourier discreta:

(5.87) X (i)=Xx(z)|__, =X x(k)-u™, i=0,1,..N-1

z=u

Observatie:

Legatura dintre transformata X si transformata Fourier discretd permite
transferarea inspre transformata Fourier discretd a celor mai multe dintre
proprietatile transformatei <. Astfel, definind produsul de convolutie ciclic al

semnalelor discrete x;(k) si x,(k), k=0,N —1:
N-1 -
(5:88) x(h)=x(k)®xy (k)= 2 x(i)-xp(k—1), k=0,N-1,
i=0
se obtine:

(5.89) T {x(k)} =T, {x, (k) ® x,(k)} = X (k) X5 (k)

De asemenea, definind convolutia ciclicd a imaginilor X 1* (k) si X ; (k):
* 1 N-1 * * .
(5.90) X (k)=ﬁ' ZO X () Xy (k=1),

rezulta:

(591) T X () =x (k) x, (k)
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Calculul numeric al transformatei Fourier discrete
folosind Matlab

De obicei, calculul numeric este realizat folosind un algoritm de viteza de
calcul maxima, care este algoritmul transformatei Fourier rapide (algoritmul

FFT). Numarul de esantioane ale semnalului trebuie sa fie de forma 2™, cu m
intreg (de exemplu: 32, 64, 128, 256, 512, 1024...).
Comanda Matlab pentru calculul transformatei Fourier discrete este:

spc=fft(x,N),
unde x este vectorul care contine esantioanele x(i), i=0,N-1, si spc este
vectorul ale cdrui componente sunt numerele complexe X : (i ), i=0,N-1,
reprezentand transformata Fourier discretd, definita de expresia (5.82). Daca N

nu este de forma 2", functia fft genereaza acelasi rezultat, dar timpul de
calcul creste sensibil.
Legatura dintre transformata Fourier discreta si seria Fourier care descrie

semnalul periodic esantionat, x, (nTe) , de perioadd T = NT,, este:

N2
(5.92) xp(nT,)=Cy+ X [Cicos(ia)o -nT, )+ S;sin(ie, nTen ,
i1

unde:
CO:X*(O)- C':2Re{X*(l')}:2Re{spc(i+l)}
(5-93) N * N N i=1,N/2
21 X (i .
5= mag{ (z)} _ 2Imag {spc((i +l)}; T
N N

Cum wy =27/T =2x/NT,, rezulta:
N/2
(5.94) xp(nT,)=Cy+ X [ Cos(2zin/ N)+S;sin(2zin/ N)]
i=1

Observatii:

1) in fig. 5.26, b) componentele X" (1), X (2),... X" (N—l),
corespunzitoare, respectiv, valorilor spc(2), spc(3),... spe(N), sunt
simetrice — exceptie ficand X (0)=spc(1), care este valoarea medie a
semnalului — adicd: X~ (1)= X’ (N-1); X" (2)= X" (N -2);... Deci sunt
necesare numai componentele X i (i), i=0,N—/2, pentru a cunoaste modelul

spectral al semnalului.
2) Conform relatiei (5.85), avem A4, =X ’ (l')/ N, de unde se obtine

143



Semnale, circuite si sisteme. Partea I: Semnale

spectrul seriei Fourier armonice:
A =X"(0): 4 =2-[a]=[x"()|/(N/2)
o = arg{X* (z)}

Exemplul 5.8:
Fie semnalul:

(5.95) i=L,N/2

(5.96) x(t)=—cosQr+0.5-5sin2Q¢+0.2; 1€[0,T], Q=27/T,,

cu 7, =32s si T'=2T,. Pentru perioada de esantionare 7, =0.ls, N =32,
programul Matlab utilizat pentru analiza spectrala a semnalului este:

clear all;
T0=3.2;T=2*T0; Te=0.1;N=T/Te;om=2*pi/T0;
for i=1:N %calculul esantioanelor semnalului
ind(i)=1i;
x(1)=-cos (om* (i-1)*Te)+1.5*sin (2*om* (1-1) *Te)+0.2;
end;
figure (1) ;stem(ind, x) ;grid; pause;
spc=fft (x,N); %calculul transformatei Fourier directe
N1=N/2;
spcl=abs (spc) /N1; %calculul spectrului de amplitudini
spcl (1)=spc (1) /N;
figure (2) ;stem(ind (1:N1),spcl (1:N1)) ;
grid;axis ([0 32 0 1.5]);pause;
for i=1:N1, %calculul spectrului de faze
if abs(spc(i))<le-7 spc2(i)=0;
else spc2(i)=angle (spc(i));
end;
end;
figure (3);stem(ind (1:N1),spc2 (1:N1)) ;
grid;axis ([0 32 -3.5 0]) ;pause;

xi=ifft (spc,N) ; %calculul transformatei Fourier inverse
figure (4) ;stem(ind, xi) ;grid;
CO=spcl (1) ; %calculul seriei Fourier trigonometrice

for i=1:N1,
C(i)=2*real (spc(i+l)) /N;
S(i)=-2*imag (spc (i+1)) /N;
end;
for n=1:N, %calculul semnalului pe baza seriei Fourier trigonometrice
xc (n)=CO0;
for k=1:N1
xc (n)=xc (n)+C (k) *cos (2*pi*k*...
(n-1) /N) +S (k) *sin (2*pi*k* (n-1) /N) ;
end;
end;
figure (5) ;stem(ind, xc) ;grid;pause;
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2.5 Rid PF
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Fig. 5.27 Analiza spectrala a unui semnal (exemplul 5.8)

Programul realizeaza operatiile urmatoare:
e reprezentarea grafica a semnalului (fig. 5.27, a));

e calculul transformatei Fourier discrete, spc(i), i =1,_N, si calculul
spectrelor de amplitudini si de faze, spel(i) si spe2(i), i=1,N/2.

Esantionarea caracteristicii spectrale este realizatd cu un pas de
esantionare @, =27/T = 27r/ (27) = /2 . Expresia semnalului se scrie:

x(1)=0.2+1-cos(Qt —7)+ O.SCOS(ZQl —%) =
= Ay + Acos(Qt + ¢ ) + Aycos(2Q1 + ¢,

unde A4;=0.2 si armonicile de frecvente Q=2@, si 2Q=4@, au
amplitudinile 4, =1, 4, =0.5 si fazele ¢, =-7, ¢, =—x/2 (fig. 5.26, b) si
©));

e calculul transformatei Fourier inverse, folosind functia iff# ; se obtine

semnalul x1, care este practic identic cu semnalul initial, x;
e calculul parametrilor C; si S; ai seriei Fourier trigonometrice.

Pornind de la expresia analiticd a acestei serii, se calculeaza semnalul xc, care
este practic identic cu semnalul initial, x.
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Exemplul 5.9:
Fie:

(5.97) x(;):{g/(ﬂl), 0<t<T,

R in rest

Pentru 7 =32s; T, =2s si T, =0.5s, un alt program Matlab, cu aceeasi

structurd, genereaza rezultatele corespunzatoare spectrului reprezentat in
fig. 5.28, b) si ¢). Aceste rezultate corespund spectrului dat in fig. 2.16, b).

a)

b)
| " R i ol P
Ll _r < T L1 1.1 | I
11 r 11 1T 11 111 T

ITY
Z11l] -1 B S I
0) 1] 1T

Fig. 5.28 Analiza spectrald a unui semnal (exemplul 5.9)

Diferentele intalnite se explicd dupd cum urmeaza:

e suprafata impulsului corespunzitor fig. 5.28 este unitard si pentru
exemplul considerat are valoarea 7/2=16;

e semnalul dat este intarziat cu 7} /2 =1s, fatd de seria reprezentatd in
fig. 2.15. Defazajul produs de aceastd intarziere depinde liniar de frecventa:
iwgl;/2,i=0,N—-1, cu w,=27n/T. Spectrul de faze are discontinuitati
atunci cand sinusul cardinal isi schimba semnul (vezi fig. 5.28, ¢)).

5.9. Transformata Hilbert discreta

Fie x(k), k=0,N —1, esantioanele unui semnal si X *(k), k=0,N-1,
transformata Fourier discretd a semnalului cu timp discret. Notdnd cu X (z)

transformata in z a semnalului x(k), s-a aratat ca X : (k) se obtine din X (z)

impundnd ca variabila z sd parcurgd cercul unitar, z=e/
discretizare 6 =2z /N al unghiului &

(5.98) X*(k):X(ef""‘), k=0,N—-1

, cu pasul de

Transformata Hilbert a semnalului discret x(k) se poate defini ca fiind
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semnalul ;c(k) , astfel incat semnalul analitic discret, definit prin:

(5.99) z(k)=x(k)+ jx(k),
sd aiba transformata in z pe cercul unitar de forma:
0, -1<60<0
(5.100) Z(e’%) =4 x(1), 0=0
2X(%), 0<0<nx

Aplicam in (5.99) transformata in z pentru z = e’ 9 Rezulta:
(5.101) Z(’%)= X () + j X (/)
Pentru ca relatia (5.100) sa fie Indeplinita, X (e’") trebuie si aiba forma:
X%, -z<6<0
(5.102) X(e/%)=10, 0=0 =T(/%)- X ('),
—jX(?), 0<6<nx
unde:
(5.103) T(e’?) =—jsign(0)
Vom calcula semnalul discret #(k), a carui transformatd &, pentru

z=e/?, are forma (5.103). Pentru aceasta, in formula de definitie a
transformatei in z inverse, (5.25), punem z = e’? . Vom avea dz= jej 946 , 1ar

integrala pe cercul C se va transforma intr-o integrald in raport cu 6, cu
limitele 0 si 27 Deci:
1 2 . t . . 1 2z "
tky=——" [ T(e/?)- ¥ ™D/ je/dg=—— | (~jsign@)- je’*?d6 =
2rj o 2rj o

2
:%- [ (cos(k®)-signé + jsin(k6)-signd)dé
7] o

sau, avand 1n vedere ca primul termen de sub integrala este functie impara, iar
al doilea este functie para, rezulta:

2z
(5.104) t(k) = L | sin(k0)d0 = L (1-cos(km)), k=12,..
T o kx
Se observa ca functia #(k) este nula pentru k par si egald cu 2/(kx) pentru k

impar. Punind #=4kJ 1in relatia (5.102), se obtine relatia care leaga
transformatele Fourier discrete respective:
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X () =T"(k)- X" (k)

Aplicand aici transformata Fourier discreta inversd si tindnd cont de relatia
(5.89), se obtine expresia transformatei Hilbert discrete a semnalului x(k):

x(k) = t(k) ® x(k)

Se observa ca, la fel ca in cazul semnalelor cu timp continuu (vezi relatia
(3.91)), transformata Hilbert a semnalului x(k) se exprima prin convolutia lui

x(k) cu semnalul dependent de inversul timpului discret, adica #(k) =2/(kr) .

Calculul transformatei Hilbert in Matlab

Functia hilbert calculeazd semnalul analitic aferent unui semnal dat.
Apelarea ei se face astfel:

z=hilbert (x),
in care x este vectorul care contine valorile semnalului esantionat, iar z este un
vector de marimi complexe, la care partea reald este semnalul x si partea

imaginara este transformata Hilbert, X.
In programul Matlab, prezentat in cele ce urmeaza, se genereaza semnalul
x cu relatia (5.96), fiind reprezentat grafic (vezi fig. 5.27, a)), apoi se apeleaza

functia hilbert. Semnalul X este reprezentat in fig. 5.29. in continuare se
apeleaza din nou functia hilbert (cu semn inversat), argumentul functiei

fiind x. Rezultatul afisat este practic identic cu semnalul initial, x, reprezentat
in fig. 5.27, a). Se verifica astfel faptul ca prin aplicarea de doud ori a
transformatei Hilbert se obtine semnalul initial cu semn schimbat.

3

9] V] ® O]
A Ao i kb
2
3
0 10 20 30 40 50 60

Fig. 5.29 Transformata Hilbert a semnalului din fig. 5.27
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clear all;
T0=3.2;T=2*T0;Te=0.1;N=T/Te;om=2*pi/T0;

for i=1:N, %calculul semnalului

ind(i)=1i-1;

X (1i)=-cos (om* (1i-1) *Te)+1.5*sin (2*om* (i-1) *Te) ;
end;

figure(l);stem(ind, x);grid;axis ([0 64 -3 3]);pause;
hil=hilbert (x);
hil=imag(hil) ;

figure (2) ;stem(ind (1:N),hil (1:N));
grid;axis ([0 64 -3 3]);pause;
x1=-hilbert (hil) ;

x1=imag(x1) ;

figure (3) ;stem(ind (1:N),x1 (1:N)) ;
grid;axis ([0 64 -3 3]);pause;
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Capitolul 6

SEMNALE ALEATOARE

6.1. Notiunea de semnal aleator

Un semnal aleator este un proces a carui evolutie In timp este supusa
legilor probabilistice. Pentru a caracteriza proprietatile statistice ale semnalelor
aleatoare trebuie sd introducem notiunile de functie de repartitie si densitate de
probabilitate.

Fie N realizari ale unui semnal aleator (fig. 6.1). Presupunem ca printre
acestea, sunt un numar de »; realizari care au la momentul # valori inferioare
sau egale cu x,. Functia repartitie de ordinul intai se defineste ca:

m

(6.1)  F(x,4)=prob {x(tl)le}zAlliian

Fig. 6.1 Realizarea unui semnal aleator

Cu ajutorul acestei functii se defineste densitatea de probabilitate de
ordinul Intai:

OF; (x1.1)

(62)  pi(wo)=—"
1

Functia de repartitie de ordinul doi, considerata la momentele ¢, si £, este:

(6.3)  Fy(x.45%,,1 ) =prob{x(f) < x;x(t,) < x,
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Densitatea de probabilitate de ordinul doi este:

2 .
0 Fz(xl,tl,xZ,tz)
Ox,0x,

6.4) p, (xl,tl;xZatZ) =

In acelasi mod se definesc functia repartitic de ordinul » si functia
densitate de probabilitate de ordinul z:

(6.5)  F,(xp.8y35...%,.1, ) = prob{x(# ) < xp;..x(1,) < x,,}

O"F, (x1,85..%,,1,)
0x;...0x,,

(66) Pn (xl’tla xnatn)

6.2. Clasificarea semnalelor aleatoare

Putem clasifica semnalele aleatoare considerand trei criterii, enumerate in
continuare.

1. Ordinul densitatii de probabilitate, care descrie semnalul.

A. Semnal aleator pur, caracterizat de relatia:

6.7) Py (X3t |x1.0:20. 15503, 108, 1 ) = Py (X8, ), unde: £ <1y... <1,

adica realizarea x, la ¢, este independentd de realizérile anterioare. Deoarece
fiecare realizare este independenta, rezulta:

(6.8) P (X151 %05 b33, 51,, ) = le(wz)

ceea ce Inseamna cé densitatea de probabilitate de ordinul # poate fi calculata
plecand de la densitatea de probabilitate de ordinul Intai.

B. Proces Markov simplu, care este descris complet de densitatea de
probabilitate de ordinul doi. In acest caz:

(6.9) Pn( Xpoloy [ X1 t13 0 050X, 1) /32( Xpsly [ X1t 1)

Observatii:

Procesele aleatoare pure nu se intdlnesc niciodata in realitate. Semnalele
aleatoare reale pot fi considerate ca fiind procese Markov simple.

Parametrii unui proces aleator pur se calculeaza plecand de la densitatea
de probabilitate de ordinul intai. Acestia sunt:
Valoarea medie (moment de ordinul intai)

(6.10) )'E(tl)zE{x(tl )} =jjooox1p1 (xl,tl)dxl
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Varianta (momentul centrat de ordinul doi)

©.11) o-)%(tl):E{ [x(tl)_;c(tl)f}:E{xZ(tl)}_;cZ(tl)

Procesele Markov simple sunt definite, de asemenea, de functia de
autocorelatie (momentul de ordin doi):

(6.12) Rxx(tl,tz)zE{x(tl)x(tz)}: [ ] %3005 (31,015 %5, 15 ) dxydxy

—00 —00

Pentru doud procese aleatoare, x(¢) si )(¢), considerate ca fiind procese
Markov simple, putem defini functia de intercorelatie:

(6.13) ny(tI:ZZ):j [ x1v205 (31,033,187 ) dxydy,

—00 —00

2. Dependenta de timp a caracteristicilor statistice
A. Procese aleatoare nestationare, ale céror caracteristici statistice depind

de timp: oy (1,8 ); o2 (¥1,45%2,15 ) , ete.

B. Procese aleatoare stationare, ale caror caracteristici nu depind de
timp:

(6.14)  py(x.1)=pi(x)

iar densitatea de probabilitate de ordinul doi nu depinde decat de diferenta
(1)

(6.15) oy (x1,413%0,10 ) = o (%1,%2,7)
(616) T=t2 _tl

In acest caz, relatiile (6.10)..(6.13) devin:

(6.17) x= Ofx,ol(x)dx

6.18) oZ=x*-%*

0 00

(6.19) R (7)=[ [ xx205(x1,%,,7)dxdx,

—00 —00

(6.20) R, (T) = Oj? D]? Xy p, (x,y,f)dxdy

—00 —00

Observatie:

Semnalele ale caror proprietdti sunt complet descrise de momentele de
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ordinul unu si doi se numesc ,,stationare in sens larg”, sau ,,stationare pand la
ordinul doi”. Relatiile (6.14) si (6.15) definesc procesele aleatoare ,,stafionare
in sens strict”. Procesele stationare in sens strict sunt si stationare in sens larg.
Reciproca nu este intotdeauna valabila.

3. Modalitatea de calcul a valorii medii

Dupa acest criteriu de clasificare putem considera:

A. Procese aleatoare generale, pentru care valorile medii sunt
determinate pe intregul set de date, utilizand relatiile (6.10), (6.12) si (6.13),
sau, pentru procese stationare, relatiile (6.17), (6.19) si (6.20).

B. Procese ergodice, atunci cand valorile medii statistice sunt egale cu
valorile medii temporale.

In cazul proceselor ergodice sunt valabile relatiile:

- % —_ . 1z
(6.21) xz_j;oxpl(x)dxzx :Tlgeo{ﬁ_ij(t)dt}

> - -2

(6.22) O')% =x’ - =x"—x

ergodice

Stationare in
sens strict

stationare in
sens larg

stochastice

Fig. 6.2 Clasificarea proceselor aleatoare

R (7) = x(0) () = ¥()x(1 7 7) =

(6.23) _ }LH;{% ? x(1)x(t+ r)dt}
Ry ()30 3 )=}
(6.24) :}Lﬂ;{%f—TTx(t)y(HT)dt}

Clasificarea proceselor aleatoare este reprezentata in fig. 6.2.

6.3. Caracterizarea statistica a semnalelor

Consideram in continuare cazul semnalelor ergodice. Caracteristicile
statistice pot fi descrise fie iIn domeniul timp, fie in domeniul frecventa.

A. Caracteristica temporald a unui semnal aleator este functia de
autocorelatie (numitd mai simplu functia de corelatie):
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(6.25) R, (7) =Tlim {LT T x(t)x(t-l—r)dt}

—® _r
Proprietatile acestei functii (fig. 6.3) sunt urmatoarele:

1) Functia de autocorelatie este pard: R (—7)=R,.(7);

2) Este valabila relatia:
(6.26) lim R (7)=0
T—>0
3) Functia de corelatie are un maxim 1n origine, unde:

627) R, (0)=x’=c?+x2

A

«(7)

N
VARV

Fig. 6.3 Functia de corelatie

Observatie:

Dacd x =0, atunci R,(7) este numitd functie de autocovariantd, sau
functie de covarianta.

B. Caracteristica in domeniul frecventd a unui semnal aleator este functia
de densitate spectrala a puterii, S..(w), definita prin relatia:

unde X7{(w) este transformata Fourier a semnalului x;(f). Acesta este o ,,parte”
din procesul aleator, vazut prin fereastra de timp [-7, 7] (fig. 6.4).

x.(t)

x(¢)
)

Ly

fereastra de timp

Fig. 6.4 Definitia semnalului x; (1)

Functia S,.(w) este o functie reala, para si, in plus:
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(629) lim S, (@)=0,

W—>0
Ea desemneaza densitatea de putere a semnalului pe axa frecventelor, (o).

Observatie:

Pentru doud procese aleatoare, x(f) si y(f), se poate defini densitatea
spectrala mutuala (densitatea interspectrald), prin relatia:

(630) S, (@)= lim {%XT(—CO)-YT(w)},

T—x©

unde Xr(w) si Y(w) sunt transformatele Fourier ale semnalelor x{(f) si y(?).
Densitatea interspectrala este o functie complexa.

6.4. Teorema Wiener — Hincin

Aceastd teorema stabileste legdtura intre caracteristica temporala, R..(7),
si caracteristica frecventiala, Sy(w), a unui semnal aleator:

(631) S, (0)=F{R.(7)}

(632) Ry (7)=77 {5y ()}

Tinand cont ca functiile R..(7) si S..(@) sunt functii pare, rezulta:

S (a)):j;R (1)-6_1“:sz(r)(cosa)f—jsina)f)dr:

(6.33) ;
=2[R,.(7)coswrdr
0
R (7)= % Oj? Sy (@) e/ dw=
(6.34) e )
_ L [ S (@)(coswr + jsinwr)dew = L [ S (@)coswrdw
27w Ty
A
R.(7) S..()
El
—_—
T @
) g b) g

Fig. 6.5 Caracteristicile unui zgomot alb

Fie x(#) un semnal aleator pur. Functia de corelatie are forma unui impuls
delta (fig. 6.5, a)) si densitatea spectrald de putere este constantd, deci ea
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6. Semnale aleatoare

contine componente pentru toate frecventele (fig. 6.5, b)). Acest semnal, care
nu este intalnit in natura (este de putere infitd), se numeste ,,zgomot alb”.
Semnalele reale se numesc ,,colorate” si au forme diferite pentru functiile
de corelatie si cea de densitate spectrala de putere (fig. 6.6 si 6.7). Cat timp un
semnal are o functie de corelatie ingustd, banda de densitate spectrala a puterii
este larga (fig. 6.6) si in acest caz semnalul este mai apropiat de zgomotul alb.
Daca functia de corelatie este largd, banda spectrald a semnalului este ingusta
(fig. 6.7) si semnalul este mai apropiat de un semnal periodic (determinist).

/T\R”(T) ; /K
N\ AR o
\VARV/ |

Fig. 6.6 Caracteristicile unui zgomot de banda larga

R.(c) i S.(@)
AN

Fig. 6.7 Caracteristicile unui zgomot de banda ingusta

Exemplul 6.1:aplicatie iIn Matlab
Este ilustrat calculul numeric al caracteristicilor statistice ale unui proces
aleator. Acesta este continut intr-un fisier de date, achizitionate cu perioada de

esantionare 7, pe o duratd D. Numdrul datelor din fisier este N =D/T, .
15

v, (t Evolutia in timp a
semnaluylui v, (¢)

10

VY |

0

i
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Fig. 6.8 Variabila aleatoare v, (exemplul 6.1)

Pentru formarea figierului de date s-a apelat functia Matlab randn , cu
care s-a creat un fisier initial, notat prin w, care contine un zgomot alb normal
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distribuit, de medie nuld si dispersie unitard. Acest zgomot s-a aplicat la
intrarea unui sistem dinamic, obtindndu-se la iesire un zgomot colorat, notat in
program cu ve si reprezentat in fig. 6.8. Prelucrarile efectuate sunt prezentate
explicit In programul care urmeaza. Pentru calculul functiei de corelatie s-a
apelat functia Matlab xcorr. Functia densitatii spectrale de putere este
calculatd prin doud metode: pe baza transformatei Fourier discrete a
semnalului si pe baza teoremei Wiener-Hincin (aplicand transformata Fourier
discreta functiei de autocorelatie). Diferentele dintre rezultatele obtinute prin
cele doua metode sunt extrem de mici: de ordinul a 107>,

180
160

TFD a
semnalului

£ 4\

140 )
120
100
80
60

40

20
0

Yt

0 50 100 150 200 250
Fig. 6.9 Modulul TFD (exemplul 6.1)

07 Vjo) Spectrul

e

0.6 sermmatutul

v.(1)

0.5

04

0.3

0.2
|

" MMWM'MW ot J

00 005 0.1 01502 025 03 035 0.4 045 0.5
Fig. 6.10 Spectrul semnalului (exemplul 6.1)

clear all;clc;clg;

% durata inregistrarii §i parametrii de esantionare
D=512;Te=1;N=D/Te; fe=1/Te;

df=fe/ (2*N) ;

f=0:df:df* (N-1) ;
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6. Semnale aleatoare

%generarea unui zgomot colorat si reprezentarea acestuia
sys=tf ([10],[20 17]);
s=c2d(sys, 1, "tustin') ;w=randn(1,512) ;
t=[0:1:N-1];
[yv,t]=1lsim(s,w,t) ;ve=y+7;
for i=1:N,

t(i)=1i;
end;
figure (1) ;plot(t,ve);grid;axis ([0 511 0 15]);

%se calculeazd variabila aleatoare centratd (ve t)
%prin extragerea valorii medii
ve t=ve-mean (ve) ;

%se calculeazd functia de corelatie a variabilei aleatoare centrate si se
%reprezinta grafic functia de corelatie
crl=xcorr (ve t,'biased');
figure (2) ;
for i=1:2*N-1,

ind (i)=-N+1i;
end;
plot (ind,crl);title('Functia de autocorelatie');
axis ([-100 100 -0.4 2.5]);
grid;

%se calculeaza functia densitatii spectrale de putere
%cu teorema Wiener-Hincin

ssp=fft (crl,2*N) ;

ssp=abs (ssp) ;

ssp=ssp (1l:N) ;

%se "filtreaza" caracteristica spectrald, pentru
%reducerea "zgomotului de calcul”
sspf(l)=ssp(l);
for i=2:512,

sspf (1)=0.5*sspf (i-1)+0.5*ssp(i-1) ;
end;

%se reprezinta grafic functia densitatii spectrale de putere
figure (3) ;

frg=0:df:df* (N-1) ;

omg=2*pi*frqg;

loglog (frqg, sspf) ;

title ('DSPP a semnalului - WH - ssp');
axis ([0.005 0.3 107 (-3) 100]);grid;

%calculul transformatei Fourier discrete §i reprezentarea grafica
%a modulului transformatei Fourier discrete
tfd=fft (ve t,2*N);

tfd=abs (tfd) ;
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figure (4);

plot (tfd) ;

title ('TFD a semnalului');axis ([0 256 0 150]);grid;
%calculul spectrului de amplitudini si reprezentarea lui grafica
spc=tfd (1:N)/(N/2);

figure (5) ;

plot (f,spc);;title('Spectrul semnalului');grid;

%calculul densitatii spectrale de putere,

%pe baza transformatei Fourier

for i=1:2*N,dsp (i)=(tfd(i)"2)/ (N);end;
dsp=dsp (1:512) ;

%se "filtreaza" densitatea spectrala de putere,
%pentru reducerea ""zgomotului de calcul”

dspf (1)=dsp (1) ;

for i=2:512,

dspf (1i)=0.5*dspf (1i-1)+0.5*dsp (i-1) ;
end;

%reprezentarea grafica a densitatii spectrale de putere
figure (6) ;

loglog (frqg,dspf) ;

title('DSPP a semnalului - DR + WH') ;
axis ([0.005 0.3 107 (-3) 100]);grid;

%se compara densitditile spectrale de putere, calculate prin cele 2 metode,
% si se reprezintd grafic diferenta
for i=1:512,
y(i)=dsp (i) -ssp (i) ;

end;
figure (8) ;
plot(y);title('Diferenta’) ;
axis ([0 512 -8e-14 4e-14]);g9rid;

2

R, () Functia|de

s autqcorelatie

I g o g s

_0—'?00 -0 -60 40  -20 0 20 40 60 80 100

Fig. 6.11 Functia de autocorelatie a variabilei aleatoare ve (exemplul 6.1)
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16:8, (f ) DSPP
7 ~ N\ a semnalului
1d b\.u./\ Fe— — WH —ssp
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107
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102 10’

Fig. 6.12 Densitatea spectrala de putere calculata pe baza
teoremei Wiener -Hincin (exemplul 6.1)

16
i,SW(/)\V/,\ = DSPP
~1 v \»\ A a semnalului -
1d A — -DR + WH
NTme
y W y
10" |
107
1
0 107 10"

Fig. 6.13 Densitatea spectrala de putere calculata
pe baza TFD a semnalului aleator (exemplul 6.1)

2.5 Diferenta intre DSPP |
2 i calculate prin cele

doua metode

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Fig. 6.14 Diferenta dintre densitatile spectrale calculate
pe baza celor 2 metode (exemplul 6.1)
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Exemplul 6.2:

Se considera variabila w din programul Matlab prezentat in exemplul
anterior. Ea este generatd prin functia Matlab randn ca fiind un zgomot
pseudo-aleator ,,alb”, cu distributie normald, de medie nula si dispersie unitara.
Se considera ca fisierul w ar reprezenta un semnal aleator, achizitionat cu
perioada de esantionare Te. Pe baza unui program similar celui anterior, se vor
determina caracteristicile statistice ale acestui semnal.

Evolutia variabilei w este prezentatd in fig. 6.15. Se constatd cd, in
comparatie cu zgomotul colorat din fig. 6.8, evolutia acestei variabile este mult
mai ,,agitata”.

w(t

t
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Fig. 6.15 Zgomotul pseudo-aleator w (exemplul 6.2)

I i

1 R, (0)] 353)2?21236
0.8

0.6

0.4

0.2 |
AW A

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Fig. 6.16 Functia de autocorelatie a variabilei w (exemplul 6.2)

Functia de autocorelatie a variabilei w, R, (f), este reprezentatd in
fig. 6.16. Se pot face urmatoarele constatari:
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6. Semnale aleatoare

e aceastad functie nu este nuld pentru ¢ 0, dupa cum nu este infinita la
¢t = 0. Prin urmare, semnalul w nu este un zgomot alb, ci o secventa de valori —
numitd zgomot pseudo-aleator — care aproximeaza zgomotul alb. Este
important de stiut masura in care erorile de aproximare sunt admisibile;

e ficand abstractie de ,,zgomotul” numeric (de calcul) care afecteaza
functia de corelatie pentru ¢ # 0, aceastd functie se poate considera ca fiind
apropiata de un impuls real, de forma celui din fig. 6.17;

A RXX (T)
1

T 0 T

e

Fig. 6.17 Functia de autocorelatie prezentata
ca un impuls real (exemplul 6.2)

e constatim ci ,,deschiderea” functiei de autocorelatie este foarte mica,
doar in domeniul [-T7, 7,], pe cand, In cazul zgomotului colorat (vezi
fig. 6.11), ,,deschiderea” se extinde pe zeci de perioade de esantionare;

e aria impulsului real este egala cu o? -T, =T, (s-a considerat — In cazul
nostru — ca dispersia este unitard), pe cand aria impulsului R, (7)=0(7),
aferent unui zgomot alb teoretic de medie nuld si dispersie unitara este, fireste,
unitara;

e densitatea spectrald de putere a zgomotului alb teoretic este
S (@) =R, (1)} =F{5(r)}=1. Evident, puterea acestui zgomot este

proportionald cu integrala functiei S,,, (@) pe tot domeniul frecventelor, deci

este infinitd. Ne propunem sa calculam densitatea spectrala de putere a
zgomotului pseudo-aleator, pe cale numericd si pe cale analiticd, pentru a
examina diferentele fatd de zgomotul alb teoretic;

e aplicand TFD (cu functia Matlab £ft) functiei de autocorelatie din
fig. 6.16, se obtine — pe cale numerica — functia densitatii spectrale de putere,
datd in fig 6.18. Observam ci, spre deosebire de cazul zgomotului colorat,
cand caracteristica spectrala este descrescatoare (vezi fig. 6.12), aici — facand
abstractie de ,,zgomotul” de calcul numeric — caracteristica spectrala este
constantd, in banda de frecvente in care aceasta s-a calculat;

e dupd cum se cunoaste, conform teoremei lui Shannon, banda
semnalului esantionat nu poate depasi jumatate din frecventa de esantionare.
Constatam insa ca in prelucrarea digitala a datelor din fisierul w nicaieri nu a
intervenit perioada de esantionare. Deci, daca fisierul w ar reprezenta date
achizitionate cu o ratd de o secunda sau o milisecunda, rezultatul numeric ar fi
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acelasi, iar stabilirea benzii de frecventa in care densitatea spectrala de putere
este practic constantd, adicd a domeniului [— 12, + 1./ 2], trebuie facutd
separat, pe baza cunoasterii perioadei de esantionare;

e vom calcula analitic densitatea spectrala de putere, considerdnd forma

din fig. 6.17 a functiei de autocorelatie. Avand 1n vedere rezultatul
aplicatiei 3.1 si tindnd cont ca, In cazul general, aria impulsului triunghiular

este o -T, , rezulta:

(6.35) S, (0)=FR,, (1)} =0c*T,sinc? (a)zT j

e pentru domeniul [—%, +%} se poate considera sinc? (szej; 1,
deci:

6.36) S, (0)=c”-T,

e puterea semnalului in banda {—% , +%} , unde densitatea spectrala

de putere are valoarea S, (@)= o’ -T,, este:

a,

1 ® 1 .~ 1
(6.37) P:E | Sww(a))da)zg I3, o—zTedw=EweazTe =o?
16
7SW’W'(f) DSPP a .
Semnalului-
10 WH - ssp
4 i
10 ,’/\x,' A=A ‘ B
/ = \\ VV ¥ 1l '! ' ' I
10" iy
E S
1
1
0 107 10"

Fig. 6.18 Caracteristica densitatii spectrale de putere, dedusa prin
prelucrarea numerica a datelor (exemplul 6.2)

Programul Matlab, dat in cele ce urmeaza, calculeaza si reprezinta grafic
densitatea spectrald de putere a zgomotului pseudo-aleator, pe baza relatiei
analitice (6.35).
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Fig. 6.19 Densitatea spectrala de putere, calculata cu relatia (6.35),
reprezentatd in scari liniare (exemplul 6.2)

Reprezentarile s-au dat in scari liniare (fig. 6.19) si in scari logaritmice

(fig. 6.20), pentru domeniul de frecventa [O, %j, in conditiile cand

perioadele de esantionare sunt 7, =1, respectiv 7, =2. Se constatd ca pe

masurd ce scade perioada de esantionare, creste banda de frecvente in care
semnalul pseudoaleator se comportd ca un zgomot alb (are functia spectrala de
putere constantd).

clear all;clg;clft;
D=512¢

%se initiaza 2 cicluri, aferente perioadelor de esantionare Te=1 §i Te=0.5
for ik=1:2,
Te=1/ik;
end;
N=D/Te; fe=1/Te;
df=fe/ (2*N) ;
f=0:df:fe/2;
frg=0:df:fe/2;
lf=length (£f) ;

%se calculeaza densitatea spectrala de putere teoreticd
for i=1:1f;

x(1i)=£f (i) *Te;

Svv (i)=Te* (sinc (x (1)) "2);
end;

%se reprezinta grafic densitatea spectrala de putere teoreticd,
%in scard liniara §i in scard logaritmica

figure (30) ;

plot (f,Svv) ;grid;hold on;
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axis ([0 2 0 17);

figure (31);

loglog (f,Svv);title ('DSPP teoretica a semnalului ');
grid;hold on;

axis ([0.005 5 5*10"(-3) 101]);

end
=S,.(f) DSPP teoretica
L a semnalului
[T
10 T =1 /
N7, =0.51
10"
1
107 10" 10

Fig. 6.20 Densitatea spectrala de putere, calculata cu relatia (6.35),
reprezentatd in scari logaritmice (exemplul 6.2)
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Capitolul 7

ANALIZA TIMP - FRECVEN]’A

71. Introducere

Analiza spectrala a semnalelor, bazatd pe rezultatele clasice ale lui Joseph
Fourier, care a demonstrat in 1807 cad orice functie 2m-periodicd poate fi
reprezentatd ca o serie de functii sinus si cosinus, a fost o continud sursa de
probleme si interpretari, sub aspectul formularilor ingineresti si al
fundamentelor matematice. Acestea sunt cauzate in special de faptul cd nu pot
fi descrise proprietatile ,,locale” ale unei functii, sub aspect temporal, utilizand
proprietétile ei spectrale.

J. Ville, in articolul sau ,,Cables et Transmissions” din 1947, a prezentat
astfel aceasta problema, pentru cazul semnalului acustic:

»Dacd considerdm o melodie contindnd mai multe acorduri, in care
presupunem cd nota la apare o singurd datd, analiza armonicd va furniza
frecventa corespunzatoare acesteia cu o anumita amplitudine si faza, fard a o
localiza in timp. Este insd evident ca, pe parcursul melodiei, existdi momente
cand nu auzim nota /a. Reprezentarea [Fourier] este totusi corectda din punct de
vedere matematic, pentru ca fazele notelor vecine lui /a sunt astfel ajustate
incat sa estompeze aceastd notd prin interferentd atunci cand nu se aude si sd o
sublinieze, tot prin interferenta, atunci cand se aude; daca aceasta abordare are
o Indemaénare care face cinste analizei matematice, nu trebuie si disimulam
faptul ca avem de-a face cu o alterare a realitatii: de fapt, nu auzim nota /a
pentru cd ea nu este emisa.”

Alte limitari ale analizei armonice apar in cazul prelucrarii analogice sau
digitale a semnalelor, in special atunci cand acestea reprezintd fenomene
nestationare, cum este cazul marii majoritati a semnalelor reale. La acestea,
spectrul de armonici, calculat cu ajutorul transformatei Fourier (TF), este
variabil n timp, nsd, pentru intervale de timp de lungime convenabild
(depinzand de frecventele care intrd in componenta semnalului si de viteza de
variatie a spectrului), acesta poate fi considerat invariant.

Modelarea acestor semnale se poate face Insd considerand simultan atat
proprietatile acestora in domeniul temporal, cat si cele din domeniul
frecvential.

7.2. Planul timp - frecventa

Planul timp — frecventd reprezintd pentru acusticd ceea ce reprezinta
portativul pentru muzician. Folosind aceastd metafora, analiza semnalelor
poate fi comparatd cu dictarea muzicala, care constd in scrierea notelor
ascultand o melodie. Cel care scrie in acest mod o piesd muzicald noteaza nu
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numai informatia frecventiala (nota emisa), ci si momentul aparitiei acesteia,
raportat la inceputul melodiei.

fA
(6, 5) g ==
g === —a—=———
URA) «l LI == |

v

Fig. 7.1 Planul timp — frecventa si echivalentul sau muzical

O realizare similarda 1n domeniul prelucrarii semnalelor constad 1in
identificarea caracteristicilor frecventiale ale unui semnal la un moment dat.

Pentru aceasta se considera o ,.fereastra” care se deplaseaza pe semnal,
pornind din origine si, pentru orice pozitie a ferestrei pe axa temporald,
continutul acesteia este analizat, obtinandu-se astfel informatia frecventiala
dorita: un spectru de frecvente localizat.

f“
1

27
At

— o ke - =]

R 4

t tr
Fig. 7.2 Atom timp — frecventa

Aceasta informatie este discretd si finita, astfel incat, in planul timp —
frecventd ea defineste, impreund cu fereastra temporald, o suprafata
dreptunghiulard, care se numeste atom timp — frecventd.

Acest atom timp — frecventa este echivalentul unei note in prelucrarea
semnalelor, iar operatia de prelucrare a semnalelor constd in descompunerea
acestora Tn atomi timp — frecventa.

Suprafata unui astfel de atom este 27, iar acest lucru pune anumite
probleme.

De exemplu, nu putem preciza spectrul de frecvente al unui semnal la un

moment de timp #,. Putem in schimb sd determindm acest spectru pentru un

. At At y . <
interval [to _7’% +7} Dacd Ateste mic, banda de frecventd pe care o

vom obtine va fi mare, scdzand astfel precizia analizei in domeniul frecvential.
Pentru marirea acesteia este necesard marirea dimensiunii intervalului Az, fapt
care conduce la scdderea preciziei analizei in domeniul timp. La limita,
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efectudnd analiza pentru un intervalul de timp [0,0), vom obtine informatii
precise despre spectrul de frecvente, Tnsa informatiile din domeniul temporal
nu vor mai fi precise.

Aceeasi problema apare si In cazul prelucrarii digitale a semnalelor, dupa
cum se arata in paragraful urmator.
7.3.  Principiul incertitudinii

Pentru Inceput consideram transformata Fourier a unui semnal pe care
dorim sa o aproximam numeric:

Fxh= [ x(1)e > s

Trebuie sd notdm ca functia f este fie finitd in timp, fie trebuie sa fie

. DRV .. : TT . A .
consideratd nuld in afara unui interval finit [—5,5}, astfel incat relatia de

mai sus sa poata fi scrisa:

%7{x} = T.[A x(t)eijz”ﬁdt

Pentru a aproxima functia considerdm intervalul de integrare divizat in N
subintervale  de  lungime At=T/N, delimitate de punctele

t,=n-At, n= —% : % Considerand integrandul:

£()=x(0)-

aplicam regula trapezului, care conduce la o aproximare de forma:

(L MR A

—% 2 2 n——%-%—l 2
A < T T . - .
Presupundnd cad g 5 =g 7 se obtine urmaitoarea aproximare

pentru transformata Fourier:

(7.1)  F(jo)=7{x(t)} =% y

In acest caz, ?{x(r)} poate fi evaluata pentru orice valori ale lui f, insa

este doritd aproximarea ei la anumite valori discrete ale lui f. Trebuie stabilite
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cite si care sunt aceste valori. Deoarece N valori ale functiei x(#,) sunt
utilizate pentru a aproxima F(ja))=F(j27zf)=?{x(t)}, alegem tot N

valori discrete ale lui f/ pentru aproximarea caracteristicii spectrale.
Pentru determinarea frecventelor care vor fi utilizate, vom reaminti mai

N g . . - TT A
intai faptul cd domeniul temporal in care lucrim YD) este Tmpartit in
intervale de lungime Af, determinate de punctele ¢, =n-At. Asociat
. . . O O IS
domeniului temporal, domeniul frecvential 5y este Tmpartit in N

intervale egale de dimensiune Af determinate de punctele f, =k-Af .

Problema care se pune este determinarea unor relatii de legatura intre A¢, Af, T
si @.

Domeniul temporal Domeniul frecvential

] )
y y

At Af

Fig. 7.3 Corespondenta dintre domeniile temporal si frecvential
Considerand toate componentele de tip sinus si cosinus care au un numar
. . o TT . .
intreg de perioade 1n intervalul Ak vom numi componenta cu perioada

cea mai mare (o singurd perioada in interval) componenta fundamentala.
Frecventa acesteia, l/T , este cea mai mica frecventd asociatd intervalului

{—g,g} , deci, notdnd-o Af =1/T , aceasta va fi dimensiunea unui interval al

domeniului {—%,%} Toate celelalte frecvente recunoscute de DFT vor fi

multipli intregi ai lui Af', iar dimensiunea domeniului frecvential este:
N
(7.2) CD=NAf=?:T-<D=N

O a doua relatie poate fi evidentiata imediat, daca tinem cont de faptul ca
intervalul [—%,g} este Tmpartit in N intervale egale. Astfel, deoarece
NAf=T, rezulta:

(7.3) TzL:NAt:At-Afzi

Af N
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7. Analiza timp — frecventa

Tinand cont de relatiile (7.2) si (7.3), daca numarul de puncte N este
constant, o crestere in domeniul temporal duce la o scadere a lungimii
domeniului frecvential. Daci se Injumatateste A¢ mentindnd constant &, acest
lucru conduce la injumatatirea lungimii intervalului 7. Frecventa componentei
fundamentale, a cdrei perioada este egala cu lungimea intervalului, va fi acum
1/(T/2), adica 2/T cicli pe unitate, ceea ce este echivalent cu dublarea lui Af .

Se observa astfel ca, in cazul transformatei Fourier discrete, localizarea
intr-un domeniu (cresterea preciziei iIn domeniul respectiv) se obtine pe seama
scaderii preciziei localizarii in domeniul asociat.

7.4. Transformata Gabor continua (CGT)

Dupa cum s-a mentionat anterior, pentru semnalele nestationare, al caror
spectru se modifica in timp, se poate considera ci pe intervale scurte de timp
spectrul acestora este constant. Astfel, dacd vom aplica transformata Fourier
doar unei portiuni a semnalului, vom obtine un spectru local, iar transformata
astfel definita se numeste CGT.

JAVAY

-1g o 001 0.05)

continutul ferestrei temporale

multiplicare cu o fereastr / L
p unitard & multiplicare cu o fereastra
gaussiand

NN
"

%

GCT

Fig. 7.4 Reprezentarea generica a CGT
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CGT poate fi interpretatd ca o transformata Fourier care se modificd in
timp. Ea se aplica unei functii vazute printr-o fereastra de timp glisanta care se
deplaseaza pe axa timpului. Astfel, datorita translatiei in domeniul 7, CGT da o
imagine despre continutul in domeniul frecvential al functiei f, la un moment
definit de fereastra temporald. Functia fereastrd, pe care o vom nota in

continuare cu g (t) , poate avea mai multe forme, dintre care cateva sunt
prezentate in figurile 7.5 si 7.6.
Fiind date functiile f, g€ I? (R) , CGT a functiei f poate fi definita ca:

(74) (G f) ()21 f(r)g(z—1)e ™ de

Desi in formularea originala a lui Gabor functia ,fereastrd” g era
considerata a fi o functie gaussiana, sintagma ,transformata Gabor” se
utilizeazd pentru formularea generald din (7.4), indiferent de tipul ferestrei
utilizate.

Aceasta transformare se mai numeste si ,,Short—-Time Fourier Transform”,
iar cele mai utilizate ,,ferestre” sunt:

— fereastra dreptunghiulara:

T
L |t|<§ . (ot

g, (1)= T; g{g,}zr'smc(?]
O, |t|>5

— fereastra triunghiulara:

amplitudine 4

—_—

_timp
-T 0 T

Fig. 7.5 Fereastra triunghiulara

t
—+1, t<0 ;
g, ()= ; ?{g,,}zr-sincz(ﬂj
t 2
——+1, t>0
T
— fereastra gaussiand:
2
[
gG(l‘)=A-e‘af2; g{gG}:A\/z.e 4a
a

— fereastra Hamming §i Hanning:
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7. Analiza timp — frecventa

on (t):a+(1—a)-cos(2ﬂ%),

unde 7 este dimensiunea ferestrei temporale. Pentru fereastra Hamming
a =0.54, iar pentru fereastra Hanning « =0.5.

A Ny
amplitudine
1 AN
\’ \"‘
.:’ [
e o K
J ¥,
A v,
V. 4D
BN ",
.... 4 ¢ N
.’ ~Ultimp
0 1 ”

Fig. 7.6  Tipuri de ferestre temporale utilizate la calculul CGT: a — fereastra
rectangulard, b — fereastra Hamming, ¢ — fereastrda Hanning

Obtinerea TGC inverse este simplda din punct de vedere matematic:
relatiei (7.4) i se aplica transformata Fourier inversa, rezultatul se multiplica cu

g (T - t) si se integreaza pe toatd multimea R :
Igil{Ggf}(t’f)'g(T_f)dfz ff(f)g(f—t)g(r—t)drz
R R

[0 dr= £ () a0 dr £ () el

R

Functia f poate fi astfel obtinutad din CGT, cu conditia ca g e I? (R*) ,
astfel incat:
f(t)= c'fg! {Ggf} -g(r—t)dr=
(7.5) - .

=c'[[F" {Ggf}e-lz’mg(r—t)dydr
RR

unde C = ||g||2

Proprietatile TGC sunt aceleasi ca ale transformatei Fourier.

7.5. Undine

Notiunea de undinia

O ,,undind” (adica, ,,undd mica”) este o functie care satisface urmatoarele
conditii In domeniul timp:

e  prezintd o crestere brusca si finitd a energiei;

e  prezintd oscilatii.
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Prima conditie este cea care face undina ,,mica”, in sensul cd este bine
localizaté in timp, in timp ce a doua conditie determina caracterul de ,,unda” al
undinei.

Pentru simplificarea notatiilor, introducem operatorii de:
translatie:

7,: L (R) > L*(R), (z,f)(6)2 f(t—a) si Flr,f}=e/" - F{f}

si dilatatie:

[%:l?(R)—»l?(R),cu(L%f)@)éLqé-f(n)si?{[&f}zlkqg{f}

Astfel, daca |s| <1 atunci D,f este o contractie a lui f, iar daca |s| >1,
D, f este o dilatare a lui f.
Daca g este o undind, atunci setul de functii {T[DS g} , alcatuit din toate

dilatarile (pentru s = 0) si translatiile (in domeniul /) functiei g, reprezintd o
familie de undine. Undina care genereazia familia de undine se numeste
undind — mama. Parametrul s reprezinta ,,scala”, iar ¢ reprezinta ,translatia”.

2 30

1 | 20

0 10

1 0 e

1o 1 2 3 0 100 200 300 400 500
2 30

1 | 20

oYM 10

1o 1 2 3 % 100 200 300 400 500
2 30

1 | 20

0 10

To 3 % 100 200 300 400 500

timp (s) frecventa (Hz)

Fig. 7.7 Dilatatiile unei undine mama si spectrele de amplitudini ale acestora

in fig. 7.7 sunt reprezentate mai multe undine, in stanga se afla
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7. Analiza timp — frecventa

reprezentarea lor in domeniul timp, iar in dreapta spectrul de amplitudini al
transformatei Fourier.

Dilatarea in domeniul timp, obtinutd prin modificarea parametrului s
(s>1), corespunde unei reduceri a domeniului frecvential, datorita faptului ca

F{D,g}=D_,7{g}. Principalul efect al acestei dilatatii sunt translatia in

S
domeniul frecvential spre frecvente mari si largirea benzii semnalului. Aceste
efecte sunt vizibile in fig. 7.7.

Exemple de undine

Undina Haar

Undinele Haar sunt un exemplu de familie de undine des utilizat care
conduc la o baza ortonormata, atunci cand familia de undine este restransa la
translatii Intregi si dilatatii executate utilizand puteri ale lui 2.

Undina Haar este definita ca:

(7:6)  Zuaar =120 ~L(02)>

unde s-a notat prin 1 treapta unitara.
A

g

P
=

v

-1

0 0.5 1

Fig. 7.8 Undina mama Haar

Undina Shannon
1

0.5

1 -08 -0.6 -04 -02 O 02 04 06 08 1
sinc

09 10 20 30 40 50 60

Fig. 7.9  Functia sinc si spectrul de amplitudini al acesteia

Principala caracteristicd a undinei Shannon (functia sinc) este aceea ca
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transformata Fourier a acesteia este aproximativ constantd pe un interval in
jurul originii si nuld in rest.
Undina Morlet

Undinele de tip Morlet utilizeazd doi parametri care definesc anumite
proprietati in domeniul frecvential:

e frecventa centrala y,

e varianta (latimea de banda) y,
Se poate defini undina de tip Morlet astfel:

2
1 jzﬂyct_L

EMorlet (t) = W
b

e Vb

(7.7)

0.5 1
Fig. 7.10 Undina Morlet

Functia Morlet are norma egali cu unitatea in L':

(7.8) ||gM0r1et||1 = ”gMorlet (t)|dt =1,

ceea ce are drept consecintd imediatd faptul ca transformata Fourier a functiei,
F{Quone | » are valoarea maxima 1; in plus F{gyjore( (7. ) =1. Transformata

Fourier continua a functiei g poate fi calculata analitic, obtindndu-se expresia:

79y _ ()
( . ) {gMorlet} e

7.6. Transformata continua in undine (CWT - Continuous
Wavelet Transform)

CWT poate fi definitd ca o transformare W, dependenta de o functie
auxiliara g, care se numeste undind. Considerand o undind specifica, CWT
poate fi considerata ca o reprezentare a semnalului utilizdnd familia de undine

generatd de g. In ceea ce priveste alegerea functiei g, orice functie din I (R)
cu media nula poate fi o undind — mama (conditia de admisibilitate).
Definitie

Pentru CWT, principalele spatii de interes sunt spatiile Hilbert. Acestea
pot fi considerate ca fiind o extindere a spatiului vectorial, in care conceptele
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7. Analiza timp — frecventa

de distanta (norma || - ,,) si de unghi (produsul scalar) sunt extinse. Din

I
punct de vedere matematic, un spatiu Hilbert este un spatiu vectorial complet

normat (cu norma || - |l,, ), pe care se defineste un produs scalar.

lis
In aceste conditii, pentru un spatiu Hilbert H, CWT poate fi definiti ca o

aplicatie W, : H > W, (H ) parametrizatd de o functie g.
CWT a unui semnal unidimensional este o functie bidimensionala, de
variabile ¢ (timp) si s # 0 (scald sau frecventd), si poate fi scrisa ca:

(7.10) (W, f)(t.5) ||/jf g(s-(o-1))do,

unde 7,D,g reprezinta dilatarea (cu s), respectiv translatarea (cu ) a functiei g
sau, explicit:

(7.11) (z,Dyg)(c ||2g( o-1))

Pentru valori particulare ale lui ¢ si s, CWT asociaza o valoare functiei f,
care descrie cantitativ gradul de similitudine dintre functia f si functia g,
translatatd cu marimea ¢ si dilatatd cu marimea s.

In cazul in care undina mami este definiti pe un domeniu timp —
frecventd suficient de mare, atunci CWT prezintd o caracteristicd timp —

frecventd a functiei /' 1n planul timp — frecventd R x R".
Pornind de la relatia (7.10), putem rescrie CWT astfel:

(W )(:5)=(f.2D8) = | ()5l &(s(o 1)) do =
(7.12) R ,

- [ (@) De((=o)dor=(1*D.2)(1)

unde g(7)2g(—t). Din ecuatia (7.12) se observa ca transformata W,f a unei
functii f poate fi interpretata ca fiind iesirea unui sistem infinit de filtre liniare
descrise de functia pondere D, g, cu se R".

f—| bz j> (w,/)(1.5)

Fig. 7.11 CWT reprezentata ca iesirea unui sistem de filtre liniare

In figura 7.12 se prezinti rezultatul obtinut prin aplicarea CWT unui
semnal de tip chirp.

Proprietati ale CWT
Fie a, beR, f, f,el’ (R). Atunci CWT, W, avand ca parametru
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undina g, satisface urmatoarele proprietati:
Liniaritatea:

(W, (afi +855)) (6.5)=a(Wyfi) (t5)+b(W1o) (L.5)

Invarianta in domeniul timp:

(Wg (z'bf)) (t,s) = (ng)(t —b,s)

Dilatarea:

(Wg(Daf)) (t,s)z(ng) (at,ails), az0

Exemplul 7.1:aplicatie in Matlab

Vom aplica CWT unui semnal de tip chirp. Coeficientii astfel obtinuti
sunt caracterizati de trei elemente: scala (corespunzatoare frecventei), pozitia
in timp $1 ponderea.

1 T T T T T

0sr

-1 1 ! ! 1 1
0 100 200 300 400 S00 BOO YOO 800 SO0 1000

Abs. and by scale Values of Ca b Coeficients fora= 12345 .

145
121
97
73
Fil
2

scales a
m 0

100 200 300 400 500 GO0 700 8OO0 900
time {or space) b

1000
Fig. 7.12 Transformata continud in undine a unui semnal de tip chirp

Programul Matlab corespunzator este dat mai jos.

clear all

£t=0:0.002:1.999;
%2 secunde si frecventa de esantionare de 1kHz
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y=chirp(t,1,2,100,'g',[], 'concave') ;
%porneste de la 1HZ si atinge 100Hz la t=1 . 999 secunde

subplot (2,1,1);

plot (y) ;

subplot (2,1,2);

%se afiseaza coeficientii obtinuti prin descompunerea in undine,
%folosind undina de tip Daubechies

%afisarea se realizeazd tridimensional,

%parametrii fiind scala, momentul aparitiei si ponderea undinei
coefs = cwt(y,1:50,'db5', '3D1vl");

In planul timp — frecventa reprezentarea acestora se realizeaza utilizind
pentru fiecare coeficient nivele de gri, care codifica ponderea fiecaruia. Astfel,
negrul simbolizeaza o pondere maxima, in timp ce albul reprezintd o pondere
nuli. in fig. 7.12 se poate observa ci la inceput ponderea coeficientilor de
scald mare (frecvente joase) este mare, iar pe masura ce frecventa semnalului
creste devin importante ponderile coeficientilor corespunzétori scalelor mici
(frecvente mari).

7.7. Transformata inversa in undine

Inversabilitatea este o proprietate importantd a transformatei in undine,
iar formulele analitice utilizate pentru reconstructia functiilor utilizand
parametrii CWT au o importanta deosebitd in sinteza semnalelor.

Definitia ICWT pentru L* (R)
ICWT poate fi definita ca o aplicatie:
et (2 (R)) - £ (R)

Tinand cont de aceasta, pentru o functie f € I? (]R) transformata Fourier
a CWT poate fi scrisd, pornind de la relatia (7.12), ca:

(7.13) 9{ng}(y,s)=(9'{f}DS4@)(7)

datorita proprietatilor transformatei Fourier aplicate unui produs de convolutie.
Multiplicind ambii termeni ai ecuatiei cu Ds‘ﬁ{ g} si integrand pe
domeniul de definitie al lui s, se obtine:

siog{ng}(y’s)(Ds*g{g})(V)dS :ﬂ{;(‘?{f}-\Dﬂ?{g}‘z)U)ds
9{f}(7){£|s|’1 ‘g{g}(s—ly)‘z ds
9{f}'(7)]1£|u|‘1 17 {g} () du

(7.14)
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Ultima ecuatie a fost obtinutd efectuand substitutia u =s_l)/ , ceea ce

determind egalitatea du = —‘s_lu‘ ds . Faptul ca termenul:

(1135 C2p[" 7el(sr) - [ [} au

nu depinde de s este un fapt important in teoria undinelor, deoarece permite
interpretarea cantitativad directd a coeficientilor undinelor asociati unui anumit
semnal ca fiind cantitatea cu care fiecare undind din familia generatd de g
contribuie la compozitia generald a semnalului.

Pentru ca transformata inversa sa poata exista trebuie ca integrala (7.15)

sd fie convergenta (C <oo). In aceste conditii, transformata Fourier a

semnalului fpoate fi exprimata ca:
TS} (r)= C’lﬂgg{ng}(%S)(Dfl?{g})(ﬂds
Combinand (7.14) cu (7.15), si transformand in domeniul timp, se obtine:
S (0)=C7 (o) () *(Dog) ) (1) ds
(e )(o.5)(Deg)(1 - o) dsdo
(7, f)(o.5)(7,D,8)(t)dsdor

Prima egalitate da cea mai bund interpretare a transformarii inverse in
undine, din punctul de vedere al sistemului de filtre: o versiune C-scalatd a
functiei f poate fi reconstruitd din CWT (f dupa trecerea prin sistemul de filtre
definit de functia pondere D,g ) prin trecerea acesteia prin sistemul infinit de

filtre liniare definite de functia pondere D, g .

Putem, deci, reprezenta ICWT a unei functii F e Wg (L2 (R)) ,

parametrizata de functia g I? (]R*) , Cu proprietatea ca:

117 C2 [P |7 e} (r) dr <o0
R

sub forma:

(7.18) Wy'F2C™'[F(.5)*(D,g)ds=C""[ [ F(0.5)(z,D,g)dsdo
R RR

Deoarece Wg_1 W, (L2 (]R))—)L2 (R), atunci pentru feL*(R) si
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F=W,f esteadevarata egalitatea f =W, IF.

7.8. Transformata discreta in undine (DWT — Discrete Wavelet
Transform)

In general, DWT poate fi obtinuta prin esantionarea (in planul timp —
frecventd) a CWT. Astfel, DWT este determinatd de alegerea unui set de
puncte din planul timp — frecventa si de o undina care genereazd CW'T.

Alegerea acestor parametri se face astfel incdit DWT rezultata sa satisfaca
anumite proprietati, dintre care cea mai importanta este inversabilitatea.

7.8.1. Discretizarea CWT

Deoarece CWT este o functie bidimensionald continua in planul timp —
frecventa, ea nu poate fi calculata utilizand echipamente digitale. Aproximari
ale CWT pot fi totusi calculate esantiondnd de o manierd arbitrard planul
timp — frecventd. Oricare set finit de puncte din planul timp — frecventa

Fé{(tm,n,sn )} obtinut astfel, caracterizeaza un set de undine {z’,m’nDsng} ,

deci, implicit, o transformata discretd in undine.
Desi existd teoretic o infinitate de metode de discretizare ale CWT,

termenul DWT este utilizat in principal pentru transformarea asociata setului
diadic:

(7.19) rDé{(z—"m, 2)}

m,nez,

pentru ca se pot obtine baze ortonormate.
4

A

23 @ee0ee0eeo0o000000000060000000600000
pls]
En
2
0 N2 e e o o o e e o e o o o o o
qg_:,‘Z

21 . . . . . . .

20 ° e .

1 2 3 timp

Fig. 7.13 Setul diadic de puncte in care se evalueazd CWT

Termenul DWT este utilizat pentru orice discretizare a CWT care
indeplineste urmatoarele conditii:
e discretizarea timp — frecventa se face utilizdnd setul I'j;

e familia de undine {rtDsg}(”)er trebuie si formeze o bazd
) D

ortonormata in spatiul de interes;
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¢ undina mama trebuie sa fie cu suport compact.
Reamintim ca un set {¢,} este ortonormat daca Vm,n <¢m,¢n> =0pp S

este o baza ortonormata a unui spatiu Hilbert daca pentru orice f € H exista o
secventd unicd {c,}eC astfel incat /=Y c,d, . In plus, dacd {g,} este o
bazd ortonormatda a lui H, atunci VfeH, f =Z< f ,¢n>¢n si

AP -ZKr-)

2 . .
— egalitatea lui Parseval.

7.8.2. Analiza multirezolutie

In aceasta sectiune se consideri ci semnalele de interes apartin unui
spatiu Hilbert arbitrar, cel al functiilor de o singura variabild. Astfel, semnalele
(functiile) alcatuiesc un subset al spatiului I’ (R), al functiilor de energie
finita.

Principiul analizei multirezolutie (AMR)

Pentru a defini o AMR trebuie mai intai definitd o secventa de spatii, cu
proprietatea:

{O}c-cV cVyclVccH

care alcatuieste o structurd de baza. Pentru un indice £ mai mare spatiul V; este
mai asemanator cu spatiul hilbertian H.
Consideram apoi o functie:

peH,

numitd functie de scalare, ale carei translatari {rngb} cu neN alcituiesc o
baza ortonormatd pentru un subspatiu ¥, < H . Uzual se considerd i=0.

Deoarece sunt alcatuite doar din translatiri intregi ale lui @, functiile din ¥y
sunt mai grosiere decat marea majoritate a functiilor din H, deoarece variatia
lor in timp este limitatd de variatia in timp a lui ¢ Se poate deci considera Vj
ca fiind o aproximare grosiera (de rezolutie scazuta) a lui H.

O ultima conditie care trebuie pusa este ca subspatiile cu ordin de marime
mai mare sa aiba o rezolutie mai bund decit cele cu ordine de marime mici.
Astfel, pentru orice functie f apartinand spatiului H, subspatiul V; va contine o
aproximare de ordinul k£ a acesteia. Cu cat ordinul de marime k al subspatiului
este mai mare, cu atat mai bund este aproximarea functiei (rezolutia este mai
buna).

Definitia AMR
Ideea de baza a AMR este definirea unei secvente de subspatii
{Vy -V, < H}, astfel incat acestea sunt aproximari din ce in ce mai exacte ale

lui H, pe masura ce k creste. Pentru aceasta, este necesar ca secventa de
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subspatii sa indeplineascd urmatoarele conditii:

1. Vk CVk+1
2. Vi, = H pentru k — o0, 5i V; — {0} pentru k — —o0

Tinand cont de aceste conditii, fiecare subspatiu V} este o aproximatie de
nivel k pentru spatiul H. Acest lucru inseamnd cd proiectia unei functii pe
subspatiul ¥, conduce la o aproximatie care se apropie de functia originald pe
masura ce k se mareste.

In plus, cresterea rezolutiei trebuie sa fie uniforma, in sensul ¢i o crestere
a acesteia de la subspatiul V} la V., trebuie sa determine aceeasi crestere a
rezolutiei pentru orice k. O modalitate de a asigura aceastd crestere uniforma
este ca fiecare subspatiu V sa aiba o baza ortonormata care sa fie derivata din
baza ortonormata a subspatiului V%, printr-o dilatatie cu o putere a lui 2, ceea
ce conduce la o noud conditie:

3. feVy=Dyf €Viy

Acest lucru implicd faptul cd, dacd o functie f; €V}, atunci functia
Sra1 ()2 fi (2¢) trebuie s apartind subspatiului V.

Cum setul {rn¢} este o baza ortonormata a subspatiului ¥, atunci setul
{Dzk Tn¢} este 0 bazd ortonormatd a lui V. Astfel, pentru />0, functiile din

subspatiul V} au o rezolutie mai bund decat cele din V;. Acest lucru este
prezentat in fig. 7.14, unde s-a realizat o AMR utilizand functia de scalare

Haar @y, £ 1(0 1’ aici functiile din V) sunt constante pe intervale (n,n +1],

iar f, €V, poate fi utilizata pentru aproximarea unei functii f € H astfel:

fO = Z<f,7n¢>7n¢ = ch 1(n,n+l] >

n

unde ¢, este valoarea medie a functiei f pe intervalul (n,n + 1] . Aproximatia pe

intervalul ¥, este mai bund deoarece functiile sunt constante pe intervale de
forma (n/2,(n + 1)/2] ; pentru V; intervalele sunt de forma (n/4,(n + 1)/4].

In concluzie, 0 AMR se poate defini astfel:
Fie {V; :V, © H} o secventa crescitoare de subspatii si ¢ € V. Perechea

({Vk } ,¢) se numeste analizd multirezolutie a spatiului / daci:

1. 3 ¢V astfel incat {r,p}  este o bazd ortonormata a lui V;

ne’l

2.Daci f eV, atunci D*f €V, (invarianta dilatatiei)

3. UV, =Hsi NV, ={0}
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AMR asigurd o structurd matematicd ce face legitura intre functiile
discrete si cele continue.

Semnalul original 0

0.5
Proiectia In planul V) 0 W‘MJ %%
-0.5
1
Proiectia in planul V, 0 WWWWWWWWWI\WMW
-1
R
Proiectia 1n planul V5 0
-1H

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fig. 7.14 Reprezentdrile unei functii folosind AMR Haar

7.9. Baze ortonormate de undine

In cazul unei AMR, setul {Dzk rngb} este o bazad ortonormata pentru

spatiul V}, Insd pentru generarea unei baze ortonormate pe intreg spatiul H este
necesara ortogonalitatea rezolutiilor. Deoarece subspatiile Vy sunt incluse unul
in celdlalt conditia nu este Indeplinita, astfel incat combinarea directd a bazelor
fiecdrui subspatiu nu este o baza ortonormata pe intreg spatiul H. Pentru a
obtine ortogonalitatea rezolutiilor se defineste o secventd de subspatii

{Wk W, cH } cu proprietétile:
(7.20) Vi =V, oW,
si
(7.21) Vv, Lw,
Subspatiile W, se numesc subspatii de undine, iar functia y €W, se

numeste undind mama.
In continuare trebuie sd construim o functie yw €W, cV, astfel incat

{rng//} formeaza o baza ortonormata in W,. Daca aceasta functie exista, atunci

ea este o baza pentru Intreg spatiul H.
Notam reprezentarea unei functii f € H 1in subspatiul Vj:

(7122) Lyif é{<f ,D2ﬂn¢>} ={(f *Dzkfz)(sz”)}

Deoarece y €W, , atunci aceastd functie trebuie sd indeplineasca
urmatoarele conditii: Ly, =03 Ly, #0
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Notand:

(7.23) H= %7{L¢’1¢} i
(724) G=F{L;y},
se poate arata cd y € W, daca si numai daca sunt indeplinite conditiile:
2 2
1. |H|_ +r%|H|_ =2
2. GH+7%(GH)=O
Deoarece conditiile (1) si (2) de mai sus caracterizeaza subspatiul W), orice

functie apartinand acestuia trebuie sd le Indeplineascd. Daca se considera
functia G de forma:

(7.25) G=0r %P_] ,

unde Qe I? [0,1],

Q| =1, conditiile (1) si (2) devin respectiv:
(726) |H[* +|G]’ =2
7.27 +7 r,,H |H=0
0z |0+r,0(+,A)
Din aceste doud ecuatii rezulta:
7.28 +7,0=0
(7.28) Q %Q

Daca {qn} este secventa asociatd lui Q, astfel incat O este obtinuta

aplicand transformata Fourier discreta a secventei {qn} , ecuatia (7.28) devine:

(729) q,+(-1)"q,=0 = ¢,,=0, VneZ

In domeniul temporal ecuatia (7.25) se poate scrie:
(730) g, ={a,}*{(-1)" i,

Cea mai simpld secventa {qn} care indeplineste aceste conditii este

-1 o .
q,=(-1)"" 6, astfel incat se poate scrie:

(731) g, =(-1)"h_,

S-a construit astfel o potentiald undind mama y €W, si l//eL2 (R)

exprimatd in domeniul frecvential:
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(7.32) F{w}=D,.(G7{¢})

cu G de forma (7.25).
Se poate arita si ca secventa {‘L'nl//} este ortonormata si cd este completa

in Wy, ceea ce inseamna ca {Dzm rn¢} este baza ortonormata pentru H.
Ecuatia:
2 2
|H[" +|G =2

sugereazd un banc de filtre cu doud canale, H actionand ca un FTJ, iar G ca
FTS, iar pentru sintezi se utilizeazi H si G, ca in fig. 7.15. Problema care
apare este data de faptul ca la iesirea sistemului de filtre y = 2x.

» H » O
X y=2x
» G > G
Analiza Sinteza

Fig. 7.15 Banc de filtre pentru descompunerea si sinteza unui semnal

Pentru a rezolva acest neajuns se considera doi operatori auxiliari. Fie
c={c,} €1?(Z). Se definesc operatorii:
,sdown-sampling”:

S4:17(2) > 17 (z)

(7.33) (S c)n 2lc,,)
pentru care:
(7.34) ?{S 2 c} =2"2p, (g{c} + rl/zg{c}) ,

deoarece apare o aliere spectrald, prin eliminarea esantioanelor impare, si
SUp-sampling”:
ST (2)—> 1 (z)
c,/, n—par
(7.35) (STe) é{ 7
n

0, n—impar

sau:
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(736) F{STc}=2""D ,F{c}

> H @ » 19 H
x — y=x
Analiza Sinteza

Fig. 7.16 Analiza in undine efectuatd pe un singur nivel

. . 1
Se observici c=S4STc sica (S Tsi c) =5(1 + (—1)" )cn , deoarece
n
toti coeficientii impari au fost eliminati.
Putem realiza analiza si sinteza utilizdnd acesti operatori astfel 1ncat
functia de transfer a sistemului de prelucrare sa fie H, =1.

(737) Hy=HSTS{H+GSTSIG

H .( ) p 04
32

128 H
G > Go—
> H —

G »@—»16

Fig. 7.17 Descompunerea pe trei niveluri a unui semnal

Tinand cont cd ?{S Tsi c} = %(9{c} +1,,,7{c}), Hy se poate scrie:
H, =%(|H|2 +|G|2 +(rl/2H)ﬁ+(rl/2G)5) =1, deoarece:

(71,2H VH + H(7,,,0)0(71/,H) = (7,,H ) H[1+ 071,01 =0

Analiza, ca si sinteza, poate fi realizatd pe mai multe niveluri, folosind
aceleasi filtre si operatori aditionali, ca in figura 7.17.

Acest algoritm, care permite descompunerea semnalelor in semnale care
contin numai detalii §i in semnale care dau ,,alura”, se mai numeste si
algoritm de descompunere piramidal.
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In figura 7.18 se prezintd rezultatul aplicarii algoritmului de

descompunere piramidal.
Packet : (0,0) or (0)

0.5

-0.5

200 400 600 800 1000

Packet : (1,0) or (1) Packet : (1,1) or (2)

s 0.6

1 04
05 0.2

0 of
0.5 -0.2 i

-1 0.4 “
A5 -0.6

100 200 300 400 500 100 200 300 400 500
Packet : (2,0) or (3) Packet : (2,1) or (4)

0.6
0.4
0.2 |

-0.2
-0.4

-0.6

50 100 150 200 250

Fig. 7.18 Descompunerea unui semnal folosind algoritmul piramidal

Exemplul 7.2:

Pentru a exemplifica utilizarea algoritmului de descompunere, vom
considera un semnal aleator, care contine armonici definite de utilizator, la
care se adaugd un zgomot alb. Dupad aplicarea algoritmului piramidal, se
evidentiazd componentele care dau detaliile semnalului. Scopul urmarit este de
a elimina componentele de zgomot, care au fost puse 1n evidenta de algoritmul
piramidal.

Programul Matlab care realizeazd procesarea semnalului complex este
prezentat in continuare.

clear all
t = 1:100;
nr armonici = input ('Cate armonici? ")) g
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15

10

-5

-10

-15

fundamentala = 10*sin (2*pi*50*t/2500) ;
s = 0;
%generarea armonicilor

for i = l:nr armonici,
nr = input('nr armonica e
A = rand(1l,1);
armonica = 1.75*A*sin (2*pi*50*t*nr/2500) ;
S = s + armonica;
end

alb = rand(1,100);
white = 1.5*alb;
semnal = fundamentala + s + white;

%descompunerea in undine se realizeaza utilizand algoritmul piramidal

%implementat cu functia wavedec ai carei parametri sunt:
% - semnalul de analizat

% - numadrul de nivele pe care se va face descompunerea

% - tipul undinei utilizate

[c,1] = wavedec(semnal,5, 'db7");

%functia ddencmp realizeazd filtrarea zgomotului

%prin compararea detaliilor semnalului cu o valoare dati
%(detaliile ce depasesc aceasta valoare sunt eliminate)
%componentele ramase dau alura semnalului

%¢i detaliile care sunt sub valoarea de prag

[thr, sorh, keepapp] = ddencmp ('den', 'wv', semnal) ;

%se recompune semnalul utilizind componentele furnizate de
%functia ddencmp, folosind acelasi tip de undine ca si la analizd

clean = wdencmp('gbl',c,1,'db7',5,thr,sorh, keepapp) ;

subplot (2,2,1);plot (semnal);title('Semnal original')

subplot (2,2,2);plot(clean);title('Semnal filtrat')

end

Semnalul original Semnalul filtrat

15

10

-5

1 -10

15

20 40 60 80 100 0 20 40 60 80

Fig. 7.19 Filtrarea zgomotului utilizand algoritmul piramidal
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Practic, semnalul este descompus utilizand algoritmul piramidal, apoi
sunt eliminate componentele obtinute prin proiectia semnalului pe subspatiile
W) (componentele date de bancul de filtre trece-sus G). Folosind celelalte
componentele ale semnalului original se obtine, aplicand algoritmul invers, un
semnal asemdndtor ca ,alurd” cu cel original, dar care nu mai contine
componente de frecventa inalta.
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dedusa prin prelucrarea numerica a datelor (exemplul 6.2)
Densitatea spectrala de putere, calculata cu relatia (6.35),
reprezentatd in scari liniare (exemplul 6.2)

Densitatea spectrala de putere, calculata cu relatia (6.35),
reprezentata in scari logaritmice (exemplul 6.2)

ANALIZA TIMP — FRECVENTA

Planul timp — frecventa si echivalentul sau muzical

Atom timp — frecventa

Corespondenta dintre domeniile temporal si frecvential
Reprezentarea genericd a CGT

Fereastra triunghiulara

Tipuri de ferestre temporale utilizate la calculul CGT: a — fereastra
rectangulard, b — fereastra Hamming, ¢ — fereastrda Hanning
Dilatatiile unei undine mama si spectrele de amplitudini ale acestora
Undina mama Haar

Functia sinc si spectrul de amplitudini al acesteia

Undina Morlet

CWT reprezentata ca iesirea unui sistem de filtre liniare
Transformata continua in undine a unui semnal de tip chirp

Setul diadic de puncte in care se evalueaza CWT

Reprezentarile unei functii folosind AMR Haar

Banc de filtre pentru descompunerea si sinteza unui semnal
Analiza in undine efectuata pe un singur nivel

Descompunerea pe trei niveluri a unui semnal

Descompunerea unui semnal folosind algoritmul piramidal
Filtrarea zgomotului utilizand algoritmul piramidal
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