RECAPITULARE
4.2 Semnale cu modulaţie unghiulară

4.3.1 Noţiuni generale privind modulaţia unghiulară

Semnal purtător:

(4.23)
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în care relaţia dintre fază 
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 şi pulsaţia semnalului 
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(4.24)
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Modulaţia în fază este caracterizată de relaţia:

(4.25)
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 este proporţională cu semnalul modulator:
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Semnalul MP este:

(4.28)
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Modulaţia în frecvenţă este caracterizată de relaţia:

(4.29)
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în care deviaţia de frecvenţă 
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 este proporţională cu semnalul modulator 
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Utilizând relaţia (4.24), în care se admite 
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, expresia fazei devine:
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Semnalul MF este:

(4.32)
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4.3.2 Analiza spectrală a semnalului modulat în frecvenţă

Să considerăm cazul când semnalul de bază e cosinusoidal, de frecvenţă 
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. În acest caz, frecvenţa purtătoare este:

(4.33)
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iar faza are expresia:
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Considerând pentru simplificare 
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, rezultă:
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 se numeşte indice de modulaţie.

Expresia semnalului modulat în frecvenţă devine:

(4.35)
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Funcţiile trigonometrice care au ca argument alte funcţii trigonometrice se pot exprima prin funcţii Bessel de speţa I:

(4.36)
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(4.37)
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Membrul drept al relaţiei (4.35) va conţine produse de forma:
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Drept urmare, relaţia (4.35) se rescrie sub forma:

(4.38)
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Funcţiile Bessel pot fi şi de ordin negativ, în care caz este valabilă relaţia:

(4.39)
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Dacă în relaţia (4.38), indicele k din sumă se extinde de la 
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, atunci relaţia (4.39) permite scrierea expresiei (4.38) a semnalului MF într-o formă foarte compactă:

(4.40)
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Admiţând, pentru simplificare, 
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, rezultă că armonicile aferente pulsaţiilor 
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. În fig. 4.25 sunt date graficele primelor 7 funcţii Bessel de speţa I: 
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Aceste funcţii au fost generate cu funcţia Matlab besselj, utilizată în cadrul următorului program:

d=[0:0.01:10];

for i=1:7,

   p=besselj(i-1,0:0.01:10);

   plot(d,p);

   hold on;

   axis([0 10 -0.5 1]);

   grid;

end;
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Fig. 4.25 Primele 7 funcţii Bessel de speţa I
Spectrul semnalului MF se obţine folosind următorul program Matlab:

beta=[0.3 2.4 5.5];

for k=1:length(beta),

   for i=1:19,

      j=i-10;

      ind(i)=i;

      p(i)=besselj(j,beta(k));

   end;

   stem(ind,p);grid;pause;

end;
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Fig. 4.26
 Spectrul semnalului MF pentru 
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Din cele prezentate se desprind următoarele concluzii:

· Chiar pentru cazul cel mai simplu, al unui semnal modulator cosinusoidal, spectrul semnalului MF e larg şi complex.
· Spectrul depinde foarte mult de indicele de modulaţie, (. Este posibil să se adopte un indice de modulaţie pentru care 
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, având în acest caz un semnal modulat cu purtătoare suprimată.

· Este necesar să se determine valoarea indicelui de modulaţie pentru care proprietăţile semnalului MF sunt avantajoase din punct de vedere al comunicaţiilor.
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Fig. 4.27 
Spectrul semnalului MF pentru 
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Vom calcula puterea medie a semnalului MF pe baza modelului (4.40) al semnalului:

(4.41)
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Dezvoltând pătratul de sub integrală, rezultă 2 categorii de termeni:

· termeni care conţin pătratul componentelor cosinusoidale. Integrând aceşti termeni, rezultată 
[image: image46.wmf]2
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, adică pătratul normei funcţiei trigonometrice;

· termeni care conţin produse a două componente cosinusoidale distincte. Integrala acestor termeni este nulă, întrucât funcţiile cosinusoidale sunt ortogonale.

În consecinţă, expresia (4.41) devine:

(4.42)
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deoarece:

(4.43)



[image: image48.wmf]2

()1

k

n

J

b

¥

=-¥

=

å


Rezultă că puterea semnalului MF este independentă de indicele de modulaţie, indiferent dacă se aplică sau nu semnal modulator.
Vom analiza în continuare următoarea relaţie:

(4.44)
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Se pune problema determinării benzii din spectrul semnalului MF. Teoretic, spectrul este infinit, componentele spectrale având pulsaţia 
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. În practică se consideră că banda este finită, ea limitându-se la ansamblul armonicilor care dau 99% din puterea semnalului MF. Deci, în (4.44) limitele de sumare se consideră finite, de la 
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. Se impune ca, în cazul limitelor finite, suma să scadă de la 1 (relaţia (4.43)), la 0.99:

(4.45)



[image: image53.wmf]2

()0.99

N

k

kN

J

b

=-

=

å


În condiţiile în care se cunoaşte (, această relaţie se poate considera ca o ecuaţie cu necunoscuta N. Valoarea aproximativă a soluţiei este:

(4.46)
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 reprezintă partea întreagă. Banda semnalului MF va fi egală cu domeniul de frecvenţe: 
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Vom analiza în continuare două cazuri: cazul semnalelor MF cu indice de modulaţie redus, respectiv cu indice modulaţie mare.

Pentru indice de modulaţie redus, se ţine cont că funcţia:
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se poate exprima astfel:
(4.48)
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Rezultă: 
[image: image60.wmf]2

012

()1; (); (); ...

28

JJJ

bb

bbb

;;;

.

I.
Dacă se consideră 
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 devine neglijabil. Drept consecinţă, relaţia (4.40) devine:

(4.49)
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Spectrul semnalului MF cu indice redus de modulaţie este prezentat în fig. 4.28. Se constată că, dacă ( este mic, banda semnalului MF e aceeaşi ca la semnalul MA. Indicele de modulaţie redus se utilizează în transmisiuni de date.
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Fig. 4.28 
Spectrul semnalului MF cu 
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Reprezentarea fazorială a semnalului MF cu indice redus de modulaţie (fig. 4.29).
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 Fig. 4.29 
Reprezentarea fazorială a semnalului MF cu indice redus de modulaţie
Faţă reprezentarea similară a semnalului MA, dată în fig. 4.4, există 2 diferenţe: gradul de modulaţie m este înlocuit prin indicele de modulaţie ( şi componenta laterală de pulsaţie 
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 are semnul minus. În consecinţă, fazorul corespunzător acestei componente este orientat invers, faţă de cazul din fig. 4.4. În această situaţie se constată din fig. 4.29 că însumarea la vectorul semnalului purtător a rezultantei componentelor laterale conduce la un fazor rotitor care pendulează cu pulsaţia 
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 în jurul fazorului purtătoarei, aceasta rotindu-se, la rândul ei, cu pulsaţia 
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În radio-comunicaţii se utilizează indice de modulaţie mare, adică 
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(4.50)
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sau, ţinând cont de faptul că 
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Deviaţia de frecvenţă este un parametru al modulaţiei. Constatăm ca banda semnalului MF nu depinde de frecvenţa semnalului modulator, 
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. În radiocomunicaţii se adoptă 
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Din punct de vedere practic, semnalul MF se întâlneşte cel mai frecvent în două situaţii specifice:

· cu indice redus de modulaţie ((<0.4) pentru comunicaţii de date;

· cu indice mare de modulaţie, când banda semnalului MF este 
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, caz utilizat în radiodifuziune.
4.3.3 Analiza spectrală a semnalului modulat în fază

Vom presupune că semnalul modulator este sinusoidal de pulsaţie 
[image: image79.wmf]0
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. Rezultă:

(4.52)
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La modulaţia de fază indicele de modulaţie se notează cu ( şi este deviaţia maximă de fază:
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Pentru un ( oarecare, spectrul semnalului MP este similar spectrului semnalului MF:

(4.53)
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Dacă indicele de modulaţie este mic, adică 
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, se obţine un semnal cu banda 
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, de tip purtătoare cu două componente laterale, exact ca la modulaţia în frecvenţă. Acest caz se utilizează efectiv în comunicaţii de date.

Dacă indicele ( este mare, banda semnalului MP are expresia 
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, care depinde de pulsaţia (0 a semnalului modulator. Deviaţia maximă de fază este cuprinsă în domeniul 
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 nu poate lua valori mai mari de π. Rezultă că, spre deosebire de MF, modulaţia MP nu se poate aplica la valori mari ale indicelui de modulaţie. În schimb, modulaţia de fază cu indice redus de modulaţie se utilizează frecvent în comunicaţiile de date.
4.3.4 Semnale modulate MP şi MF cu indice redus de modulaţie

În cele ce urmează vom considera un semnal modulator oarecare, x(t). Fie un semnal MP:
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Expresia semnalului MP devine:

(4.56)
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(4.57)



[image: image99.wmf]()cos()()sin()

MPpppxp

xtAtAkxtt

ww

×-××

;


[image: image193.wmf]b


Fig. 4.30 Modulator MP cu indice redus de modulaţie

Pe baza acestei relaţii se obţine schema modulatorului MP cu indice redus de modulaţie, reprezentată în fig. 4.30.

Pentru determinarea caracteristicii spectrale a semnalului MP se aplică transformata Fourier relaţiei (4.57), pe baza utilizării distribuţiei (. Folosind relaţiile (3.43) şi (3.66), rezultă:


[image: image100.wmf]()()()

1

                 ()()()

2

MPppp

pxpp

XA

AkX

j

wpdwwdww

p

wdwwdww

p

éù

=×-++-

ëû

ìü

éù

-×Ä--+

íý

ëû

îþ


sau:

(4.58)
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Se constată că semnalul MP are purtătoare şi două benzi laterale. Faţă de modulaţia de amplitudine (vezi relaţia (4.14)) apar diferenţe numai la fazele componentelor laterale, densităţile de amplitudini fiind practic identice ( în relaţia (4.58) intervine kx, în loc de gradul de modulaţie m din expresia (4.14)).


[image: image102]
Fig. 4.31 Modificarea schemei din fig. 4.30, pentru a se obţine MF cu indice redus de modulaţie

Modulaţia de frecvenţă se obţine substituind semnalul x(t) aplicat modulatorului prin 
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 (fig. 4.31). Caracteristica spectrală a semnalului MF cu indice mic de modulaţie este:
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sau:

(4.59)
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4.4
Modulaţia impulsurilor

4.4.1 .Modulaţia impulsurilor în amplitudine (MIA)
Există două variante de modulaţii ale impulsurilor în amplitudine:

· naturală (MIA-N),

· uniformă (MIA-U).

Pentru fiecare variantă se vor prezenta, în cele ce urmează, principiile fizice (forma unui semnal MIA-N, respectiv MIA-U) şi modelele matematice respective.

Modulaţia impulsurilor în amplitudine naturală

În fig. 4.32 sunt reprezentate: semnalul modulator, x(t), semnalul purtător, xp(t), sub forma unui tren de impulsuri de amplitudine unitară, de perioadă T şi durată (, şi semnalul modulat, xMIA-N(t). Se constată că în intervalul ( corespunzător lăţimii amplitudinea impulsurilor urmăreşte semnalul modulator x(t).


[image: image106]
Fig. 4.32 Modulaţia impulsurilor în amplitudine naturală

Este evident că semnalul modulat natural este produsul semnalelor x(t) şi xp(t):

(4.60)
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Trenul de impulsuri xp(t) poate fi modelat pornind de la un singur impuls, f(t), de amplitudine unitară şi durată ( (fig. 4.33). Semnalul xp(t) este, de fapt, o sumă de impulsuri similare, care apar la momentele de timp iT, pentru 
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Vom calcula produsul de convoluţie între funcţia f(t) şi distribuţia ( periodică, adică 
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 a distribuţiei delta periodice şi proprietatea de sondare în timp a distribuţiei (, rezultă:
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În consecinţă:

(4.62)
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iar modelul matematic temporal al semnalului MIA-N este cel reprezentat în fig. 4.34.
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	Fig. 4.33 Impuls de amplitudine unitară
	Fig. 4.33 Modelul matematic temporal al unui semnal MIA-N


Vom deduce în continuare modelul frecvenţial al acestui semnal. Mai întâi calculăm caracteristica spectrală a purtătoarei, pe baza relaţiei (4.62):

(4.63)



[image: image115.wmf]{

}

{

}

()()()()()

pT

XfttFt

wdwd

=Ä=×

FF


Pentru a deduce transformata Fourier a impulsului din fig. 4.33, 
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, se porneşte de la caracteristica spectrală a impulsului unitar de durată 
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. Semnalul f(t) diferă de u(t) prin faptul că are aria 
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, în loc de 1, şi prin faptul că este întârziat cu 
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. În consecinţă,

(4.64)
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Caracteristica spectrală a distribuţiei ( periodice are expresia (3.52) unde 
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 este, în cazul de faţă, pulsaţia purtătoarei:

(4.65)
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Se ştie căi:

(4.66)
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Înlocuind (4.64) şi (4.66) în (4.63), se obţine:

(4.67)
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sau, ţinând cont de proprietatea (3.35) a distribuţiei (:

(4.68)
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În continuare se aplică transformata Fourier relaţiei 
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(4.69)
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sau, înlocuind 
[image: image130.wmf]()

p

X

w

 cu relaţia (4.68) şi 
[image: image131.wmf]p

w

 cu expresia (4.65), rezultă:

(4.70)
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sau:  (4.71)
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Fig. 4.35 Distribuţia spectrală a semnalului modulator
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Fig. 4.36 Funcţia spectrală 
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Fie distribuţia spectrală a densităţii de amplitudine a semnalului modulator, reprezentată simbolic ca în fig. 4.35, unde 
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 este pulsaţia maximă ce defineşte banda semnalului, iar 
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 este frecvenţa maximă din spectrul semnalului. Pentru a face o reprezentare grafică a densităţii spectrale de amplitudini, 
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, vom considera o situaţie concretă privind pulsaţia 
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 şi raportul dintre perioada T şi lăţimea ( a impulsurilor purtătoarei: ; 
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Sinusul cardinal din expresia (4.71) se anulează pentru 
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Pentru 
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 în suma din (4.71), avem
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, care corespunde componentei spectrale centrale din fig. 4.36.

Pentru 
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, componentele spectrale rezultate din (4.71) sunt 
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 (fig. 4.36), întrucât 
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Pentru 
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, deci componenta spectrală din jurul pulsaţiei 
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 lipseşte, etc. Se observă că avem o deplasare a funcţiei spectrale 
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, simultan cu înmulţirea acestor funcţii spectrale cu coeficienţii numerici 
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Teoretic, reconstituirea semnalului de bază din semnalul modulat se poate realiza prin două metode (fig. 4.37):

· fie cu un filtru trece jos (FTJ), care extrage din funcţia spectrală a semnalului modulat componenta centrală, aferentă lui 
[image: image155.wmf]0
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 (fig. 4.37, a)); această variantă este folosită întotdeauna, pentru că este foarte simplă. În practică, 
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, astfel încât separarea cu FTJ a componentei centrale se face cu erori neglijabile;

· fie cu un filtru trece bandă (FTB), care extrage o componentă laterală, de exemplu componenta corespunzătoare lui 
[image: image158.wmf]1
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. La ieşirea filtrului se obţine caracteristica spectrală fără purtătoare şi cu două benzi laterale, aferentă unei modulaţii pe purtător armonic de tip produs; semnalul respectiv se demodulează cu un demodulator de tip produs (fig. 4.37, b)).
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Fig. 4.37 Extragerea semnalului de bază din semnalul MIA-N
Modulaţia impulsurilor în amplitudine uniformă

În fig. 4.38, c) este ilustrat un semnal MIA-U. Se constată că, în intervalul ( corespunzător lăţimii, amplitudinea impulsurilor nu urmăreşte semnalul x(t), ci are o valoare constantă, egală cu 
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Fig. 4.38 Modulaţia impulsurilor în amplitudine
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Pentru modelarea acestui semnal, se consideră mai întâi că semnalul x(t) modulează un tren de impulsuri (, adică o distribuţie delta periodică. Rezultatul este semnalul xT(t) (vezi fig. 4.38, b)), format dintr-o serie de impulsuri ( având arii egale cu x(iT). În continuare se realizează convoluţia impulsului f(t) (vezi fig. 4.33) cu semnalul xT(t). Aşa cum s-a arătat în secţiunea anterioară (şi va rezulta şi din relaţiile care urmează), prin această convoluţie se atribuie fiecărui impuls–distribuţie din xT(t) un impuls f(t) cu durată ( şi amplitudine egală cu aria impulsului–distribuţie, adică x(iT). Rezultă, deci, semnalul 
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Fig. 4.39  Modelul matematic temporal al unui semnal MIA-U
Modelul matematic temporal este format din relaţiile:

(4.72)    
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Schema care ilustrează acest model matematic este dată în fig. 4.39.

Pentru deducerea modelului frecvenţial al semnalului 
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sau:

(4.75)


[image: image168.wmf]-

1

()()

Tp

i

XXi

T

www

¥

=¥

=-

å


Aplicând transformata Fourier relaţiei 
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sau, înlocuind 
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 prin expresiile (4.64) şi, respectiv, (4.75):
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Pentru ilustrarea grafică a funcţiei spectrale 
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 vom considera aceiaşi parametri ai semnalelor x(t) şi xp(t): 
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 defineşte banda semnalului modulator (fig. 4.35) şi 
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. Funcţia spectrală 
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 este reprezentată în fig. 4.40.
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Fig. 4.40  Funcţia spectrală 
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Spre deosebire de cazul MIA-N, aici funcţia spectrală 
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X

w

 este deplasată în jurul pulsaţiilor 
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 şi, simultan, este înmulţită cu funcţia 
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. Produsul celor două funcţii face ca distribuţia densităţii spectrale din componentele spectrale situate în jurul pulsaţiilor 
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 să nu mai corespundă cu cea a semnalului de bază. Distorsiunile produse acestor componente prin înmulţirea cu funcţia 
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 se numesc distorsiuni de apertură. Ele sunt mici doar la componenta centrală (la i=0). Din acest motiv, singura soluţie de extragere a semnalului de bază din semnalul MIA-U constă în utilizarea unui FTJ care extrage această componentă centrală. Pentru ca efectul de apertură să fie neglijabil, este necesar ca durata ( a impulsurilor să fie mică. În acest caz pulsaţia 
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, la care se anulează funcţia 
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, este mare şi panta acestei funcţii este foarte mică în zona centrală a caracteristicii spectrale.

4.4.2 Principiul multiplexării în timp a semnalelor

Principiul multiplexării în timp este ilustrat în fig. 4.41. Cele trei semnale, 
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, 
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 şi 
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, care se transmit pe acelaşi canal fizic prin multiplexare în timp, modulează în amplitudine trenuri de impulsuri. În cazul general, purtătoarele utilizate în cele trei procese de modulaţie sunt decalate în timp, astfel încât impulsurile modulate în amplitudine nu se suprapun.

În schema din fig. 4.41, realizarea MIA-N la emisie şi selecţia canalelor la recepţie se realizează cu comutatoare electronice sinfazice. Perioada T se împarte în n intervale egale, n fiind numărul de semnale care trebuie multiplexate. Fiecare semnal se transmite distinct într-un astfel de interval, sub forma unor impulsuri modulate în amplitudine. Lăţimea impulsurilor ( (intervalul de timp cât comutatorul stă pe o poziţie) se alege sensibil mai mică decât 
[image: image191.wmf]Tn

. În aceste condiţii, pe linia fizică de comunicaţie, impulsurile aferente semnalelor care se transmit „simultan” se succed întreţesut, fără a se interfera. La recepţie, după separarea semnalelor MIA-N aferente celor trei canale, extragerea semnalelor de bază se face cu ajutorul filtrelor trece jos.
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Fig. 4.41  Principiul multiplexării în timp
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