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3.5 Convoluţia semnalelor

Produsul de convoluţie a două semnale, 
[image: image268.bmp] şi 
[image: image2.wmf](
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, este o funcţie x(t) definită prin:

(3.57)
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Convoluţia se mai notează 
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Proprietăţile produsului de convoluţie

1. Comutativitatea:

(3.58)
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2. Transformata Fourier a produsului de convoluţie:

(3.59)
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Prin transformata Fourier produsul de convoluţie devine un produs algebric al caracteristicilor spectrale.

Pentru a demonstra relaţia (3.59), explicităm transformata Fourier a convoluţiei:
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Făcând schimbarea de variabilă 
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, relaţia de mai sus devine:
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3. Convoluţia unui semnal x(t) cu distribuţia delta este egală cu semnalul x(t):
(3.60)
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Proprietăţile de sondare în timp şi în frecvenţă ale distribuţiei ( (vezi relaţiile (3.32) şi (3.34)) conduc la relaţiile mai generale:

(3.61)
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Deci convoluţia unei funcţii cu distribuţia ( este egală cu funcţia respectivă având argumentul distribuţiei (.

4. Fiind date semnalele 
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, avem:

(3.62)
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Pentru a demonstra relaţia (3.62), se consideră:
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. Şi cum:
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, iar:
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, atunci:
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deci relaţia (3.62) este demonstrată. Această relaţie se generalizează în raport cu derivatele/integralele de ordin n:
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5. Dacă se consideră 
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Deoarece 
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 (treaptă unitară), rezultă:

(3.63)
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6. Convoluţia unui semnal x(t) cu treapta unitară u(t) se poate scrie sub forma 
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(3.64)

[image: image32.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

d

t

xtutxtx

tt

-

-¥

Ä==

ò


Fie x(t) un semnal, reprezentat grafic în fig. 3.20. Se va ilustra în cele ce urmează construcţia convoluţiei semnalului x(t) cu treapta unitară, u(t), în conformitate cu relaţia:
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[image: image34]
Fig. 3.20 Semnalele u(t) şi x(t) pentru care se determină convoluţia
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În fig. 3.21 sunt desenate funcţiile care intervin în integrandul relaţiei (3.65), reprezentate în raport cu 
[image: image35.wmf]t

, pentru două valori ale timpului t: pentru 
[image: image36.wmf]0

t

=

(fig. 3.21, b)), când produsul 
[image: image37.wmf]()()

xu

tt

-×

 este nul, şi pentru 
[image: image38.wmf]1

0

tt

=>

, când produsul 
[image: image39.wmf]1

()()

xtu

tt

-×

 este diferit de zero, iar 

[image: image40.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

d

xtutxtu

ttt

¥

-¥

Ä=-×

ò


Fig. 3.21
Construcţia grafică a convoluţiei (3.65)

convoluţia (adică produsul integrat de la zero la 
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) este egală cu aria haşurată din figura 3.19, c).

Se poate admite că graficul funcţiei 
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, ceea ce corespunde relaţiei (3.64).

8. Convoluţia caracteristicilor spectrale
Fie 
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 caracteristicile spectrale ale semnalelor 
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9. Transformata Fourier inversă a convoluţiei a două caracteristici spectrale este produsul algebric al semnalelor corespondente, înmulţit cu coeficientul de scară 2(:

(3.65)
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Prin aplicarea transformatei Fourier se obţine:

(3.66)
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relaţie foarte des utilizată în modelarea semnalelor modulate.

Deci, prin transformata Fourier directă, produsul algebric al semnalelor este transformat, până la un coeficient de scară (
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) într-un produs de convoluţie al caracteristicilor spectrale aferente semnalelor respective.

Să se calculeze 
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Convoluţia 
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[image: image58]
Fig. 3.22 Semnalul u(t) (aplicaţia 3.4)

Ea poate fi imaginată ca un proces de suprapunere a semnalului cu varianta întârziată a semnalului 
[image: image59.wmf]()

u

t

-

. Întârzierea variază continuu crescător în intervalul 
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Pe parcursul acestei variaţii continue gradul de suprapunere creşte liniar de la 0, pentru 
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, deci şi valoarea convoluţiei. Se observă că intervalul pe care produsul de convoluţie 
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este nenul este dublul lăţimii impulsului 
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3.6 Utilizarea transformatei Laplace în modelarea semnalelor

3.6.1 Noţiuni generale

Transformata Laplace se utilizează mai mult în teoria sistemelor decât în teoria semnalelor. Aşa cum s-a constatat în capitolele anterioare, în teoria semnalelor se foloseşte cu precădere transformata Fourier, în accepţiunea clasică sau în abordarea bazată pe utilizarea distribuţiei 
[image: image69.wmf]d

.

Presupunând ca cititorul este bine familiarizat cu proprietăţile transformatei Laplace şi cu utilizarea acesteia în analiza dinamicii circuitelor electrice, vom reliefa câteva aspecte care marchează diferenţele dintre transformata Laplace şi transformata Fourier.

Transformata Laplace uzuală este cea unilaterală, definită prin relaţia:

(3.57) 
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Semnalul (originalul) 
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 trebuie să fie nul pentru 
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. Un asemenea semnal se numeşte cauzal şi satisface relaţia:

(3.68)
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Este ştiut faptul că transformata Fourier nu impune cerinţa ca semnalul să fie cauzal, deci, din acest punct de vedere, ea este mai puţin restrictivă.

Observaţie:

Pentru un semnal necauzal se defineşte transformata Laplace bilaterală:

(3.69)
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însă acest instrument de modelare este rar utilizat.
O altă condiţie impusă semnalului 
[image: image76.wmf]()

xt

, modelat prin transformata Laplace, este să existe o exponenţială în raport cu care modulul lui 
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 nu creşte mai rapid:

(3.70)
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Valoarea minimă a lui c la care inegalitatea se transformă în egalitate, se numeşte abscisă de convergenţă absolută, notată prin 
[image: image79.wmf]a
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(3.71)
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Comparând cu cerinţa de convergenţă a transformatei Fourier:

(3.72)
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este clar că, în cazul transformatei Fourier, este necesar ca 
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, pe când în transformata Laplace, limita respectivă poate fi nenulă, semnalul putând evolua sub o exponenţială de exponent 
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 (vezi relaţia (3.70)).
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Fig. 1.1 Conturul Bromwich

Deci, transformata Fourier este mai restrictivă, sub aspectul convergenţei, decât transformata Laplace. Trecerea de la transformata Laplace la transformata Fourier şi invers se poate face prin substituţiile 
[image: image87.wmf]sj
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, respectiv 
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, numai dacă sunt îndeplinite simultan două condiţii:

· semnalul este cauzal;

· abscisa de convergenţa absolută este nulă (
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), ceea ce implică îndeplinirea relaţiei (3.72).

Relaţia de definiţie a transformatei Laplace inverse este:

(3.73)
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în care c se alege astfel încât 
[image: image91.wmf]a
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. Conturul de integrare din planul complex „s” (conturul Bromwich) este prezentat în fig. 3.24.
3.6.2 Proprietăţi ale transformatei Laplace (se presupun cunoscute)
Aplicaţia 3.5 

Fie semnalul x(t) din fig. 3.25. Să i se calculeze transformata Laplace şi transformata Fourier.

Se porneşte de la observaţia că x(t) poate fi exprimat ca suma dintre o treaptă unitară pozitivă şi o treaptă unitară negativă întârziată cu T unităţi de timp (fig. 3.25). Rezultă:
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Fig. 1.2 Descompunerea unui impuls ca sumă a două semnale treaptă

Se observă că semnalul este cauzal şi de valoare finită a integralei modulului. În consecinţă, din transformata Laplace, cu substituţia s=j(, se obţine transformata Fourier a lui x(t):
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Aplicaţia 3.6 

Fie un semnal cauzal sub forma unui tren de impulsuri de lăţime ( şi perioadă T (fig. 3.26). Să se determine transformata Laplace a semnalului.

Pe baza rezultatului din aplicaţia anterioară, transformata Laplace a primului impuls este 
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(3.85)
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Acest semnal nu are valoare finită a integralei modulului, deci nu este îndeplinită condiţia de existenţă a transformatei Fourier. În consecinţă, nu este corectă aplicarea substituţiei 
[image: image97.wmf]sj

w

®

 pentru a determina funcţia spectrală a semnalului.


[image: image98]
Fig. 1.3 Tren de impulsuri

3.7 Reprezentarea semnalelor prin transformata Hilbert

3.7.1 Transformata Hilbert. Semnalul analitic

Transformata Hilbert este un instrument matematic util în teoria semnalelor, fiind utilizat îndeosebi pentru fundamentarea unor tehnici de modulaţie a semnalelor. Fiind dat un semnal x(t), transformata Hilbert este definită prin relaţia următoare:

(3.86)
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în care v.p. înseamnă valoarea principală a integralei, adică:

(3.87)           
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Fiind dată transformata Hilbert, 
[image: image101.wmf]ˆ
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, se poate determina semnalul prin transformata Hilbert inversă, definită prin relaţia următoare:

(3.87 bis)
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Ansamblul
[image: image103.wmf](
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 formează o pereche Hilbert. Obsevăm că, dacă se aplică transformata Hilbert semnalului 
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sau, ţinând cont de (3.87):

(3.88)
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Deci, aplicând de două ori consecutiv unui semnal transformata Hilbert, se obţine semnalul cu semn schimbat. Funcţia 
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se mai numeşte conjugata lui 
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.

Se defineşte semnalul analitic prin relaţia:

(3.89)
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Modulul mărimii complexe z(t) se mai numeşte şi înfăşurătoarea semnalului analitic, iar argumentul lui z(t) – faza semnalului analitic:

(3.90)
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3.7.2 Caracteristica spectrală a transformatei Hilbert şi a semnalului analitic

Din relaţia (3.86) de definiţie a transformatei Hilbert, (adica, 
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), rezultă că:

(3.91)

[image: image114.wmf]11

ˆ

()()

xtxt

t

p

æö

=×Ä

ç÷

èø


Aplicând transformata Fourier aceste relaţii şi ţinând cont că transformata Fourier a unui produs de convoluţie este produsul (algebric) al transformatelor Fourier ale funcţiilor din convoluţie, rezultă:

(3.92)
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Pentru a determina transformata Fourier a semnalului cu evoluţie hiperbolică 
[image: image116.wmf]1
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, vom utiliza relaţia (3.45), dedusă în §3.4.3:
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Utilizând proprietatea simetriei din transformata Fourier (adică, 
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(3.93)
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Înlocuind această expresie în (3.92), se obţine caracteristica spectrală a transformatei Hilbert 
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Din relaţia (3.89), de definiţie a semnalului analitic, se deduce că:

(3.95)

[image: image123.wmf]ˆ

()()()

ZXjX

www

=+×

,

Aici vom înlocui 
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 cu expresia (3.94) şi obţinem:
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În concluzie, semnalul analitic are o caracteristica spectrală întotdeauna nulă pentru frecvenţe negative. Deci, dacă într-o caracteristică spectrală a unui semnal se ia în considerare numai domeniul frecvenţelor pozitive (care există în natură), atunci caracteristicii spectrale respective îi va corespunde un semnal analitic.

3.7.3 Transformata Hilbert a semnalelor periodice

În §3.4.3 s-au calculat caracteristicile spectrale ale semnalelor trigonometrice:

(3.97)
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(3.98)
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În cele ce urmează vom nota prin 
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 funcţiile 
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Caracteristica spectrală 
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, corespunzătoare expresiei (3.97), este reprezentată în fig. 3.27, a).
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Fig. 3.27  Caracteristicile spectrale ale semnalelor 
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Notăm prin 
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 transformatele Hilbert ale funcţiilor 
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În fig. 3.27, b) s-a reprezentat 
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, pornind de la 
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Rezultă:
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Întrucât transformatele Fourier 
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 sunt egale, rezultă că şi semnalele respective sunt egale:
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Deci transformata Hilbert a semnalului cosinusoidal este semnalul sinusoidal. Similar se poate demonstra că transformata Hilbert a sinusoidei este cosinusoida cu semnul minus:

(3.103)
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Observaţie:

Fie un semnal 
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 având un spectru SFA cunoscut. Prin transformata Hilbert, fiecare armonică cosinusoidală se transformă într-o componentă spectrală de aceeaşi amplitudine. Deci spectrul de amplitudini rămâne neschimbat, însă fiecare armonică va fi defazată cu 
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. Un sistem care primeşte la intrare semnalul 
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 şi furnizează la ieşire 
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, numit convenţional „filtru Hilbert”, introduce amplificare unitară şi un defazaj de 
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 la toate frecvenţele.
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Semnalul analitic aferent cosinusoidei este:    (text opţional)
(3.104)
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iar semnalul analitic aferent sinusoidei este:

(3.105)
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Considerându-se un semnal periodic nesinusoidal, având SFT 
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, semnalul analitic aferent lui este:

(3.106)  
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Vom prelucra termenul general, i, din sumă, exprimând funcţiile trigonometrice prin formulele lui Euler. După calcule elementare se obţine:
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iar expresia semnalului analitic devine:

(3.107)
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Deci, dacă în SFC se omit componentele cu frecvenţe negative, atunci modelul obţinut nu este cel al semnalului 
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, ci al semnalului analitic aferent lui 
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Vom determina în continuare transformatele Hilbert ale semnalelor:  
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Se va arăta în capitolul următor că aceste relaţii definesc semnale modulate în amplitudine, cu modulaţie de tip produs, pe purtător cosinusoidal, respectiv sinusoidal. Vom nota cu 
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 transformatele Hilbert ale celor două semnale. Caracteristicile spectrale aferente sunt (vezi (3.94)):
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unde:
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Utilizând relaţiile (3.66), (3.40) şi (3.41), rezultă consecutiv:
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Convoluţia unei funcţii cu o distribuţie 
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 este egală cu funcţia respectivă având argumentul distribuţiei 
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 (vezi (3.61)); astfel, relaţiile anterioare devin:
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Înlocuind (3.112) în (3.109), avem:
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întrucât:
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Din relaţiile (3.114) şi (3.113) rezultă că:
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şi, în consecinţă, 
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, sau, într-o exprimare explicită:
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În mod similar se demonstrează că:
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Fig. 3.23 Construcţia grafică a convoluţiei semnalului u(t)din fig. 3.22 cu el însuşi
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