Curs 17

10. Reprezentarea frecvenţială a sistemelor

10.1. Principiul reprezentării frecvenţiale.

Un model matematic trebuie să descrie transferul: intrare u(t)  ieşire y(t). In domeniul timp, o formă de referinţă a modelului o constituie ecuaţia diferenţială ordinară de ordin (generic) n. Acesteia îi corespunde o funcţie de transfer raţională. Pentru o clasă de sisteme la care mărimile fizice depind şi de coordonate spaţiale, numite sisteme cu parametri distribuţi, modelul de referinţă este ecuaţia diferenţială cu derivate parţiale, iar reprezentare în domeniul « s » conduce la funcţii de transfer neraţionale. 

Modelele frecvenţiale au la bază o altă abodrare în caracterizarea transferului:  intrare u(t)  ieşire y(t). Variabilele u(t) şi y(t) sunt descrise prin funcţiile spectrale U() şi, respectiv Y() (transformatele Fourier ale variabilelor de intrare - ieşire). Este ştiut că aceste funcţii complexe exprimă:

· caracteristicile densităţilor spectrale de amplitudine: 
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· caracteristicile spectrale de fază.: 
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Modelul frecvenţial este definit prin intermediul a două caracteristici:

· caracteristica de amplificare, A(), care permite determinarea funcţiei 
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· caracteristica de faza (mai exact, de defazaj), (), prin care se determină funcţia
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Deci, în esenţă, modelul frecvenţial defineşte legătura dintre semnalele u(t) şi y(t), modelate spectral, utilizând caracteristici de frecvenţă, şi anume : caracteristica de amplificare şi caracteristica de defazaj (fig.23). In definirea acestei modalităţi de reprezentare a modelului, nu contează faptul că sistemul este cu parametri concentraţi sau cu parametri distribuiţi.


10.2.Răspunsul la frecvenţă al unui sistem.

Fie H(s) funcţia de transfer a unui sistem, la intrarea căruia se aplică semnalul armonic 
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unde amplitudinea U şi pulsaţia ω sunt date.
Întrucât sistemul este liniar, semnalul de ieşire în regim permanent este, de asemenea, sinusoidal : 
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Pentru obţinerea parametrilor Y şi   ai semnalului de ieşire, fără a integra ecuaţia diferenţială a sistemului, variabilele u(t) şi y(t) se pun sub forma: 
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In baza principiului suprapunerii efectelor, se va considera că termenul 
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 este rezultatul aplicării « intrării »  
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. Utilizând relaţia intrare-ieşire sub forma produsului de convoluţie 
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în care se înlocuieşte u(t) prin 
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şi y(t) prin 
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, rezultă, 
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în care      
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Deoarece amplificarea sistemului la pulsaţia   este raportul amplitudinilor Y şi U, iar defazajul dintre cele două sinusoide este chiar faza   ai semnalului de ieşire y(t), din relaţia (98) rezultă:
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Funcţia H(j) – numită răspuns la frecvenţă  – furnizează cele două caracteristici care descriu transferul intrare-ieşire, şi anume: caracteristica de amplificare, A(), şi caracteristica de fază, (). Ea poate fi pusă sub forma
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Dacă în ecuaţia (4.110) se utilizează termenii 
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 din descompunerea Euler a funcţiilor sinusoidale, atunci rezultă
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deci A() este o funcţie pară, iar () – impară.

Răspunsul la frecvenţă poate fi pus si sub forma
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unde P() este pară iar Q() – impară. 

10.3. Reprezentări grafice ale răspunsului la frecvenţă.
Determinarea răspunsului la frecvenţă se face înlocuind s=jω în funcţia de transfer şi calculând modulul şi argumentul funcţiei H(jω). Fie, de exemplu, un sistem definit prin distribuţia poli-zerouri:

p=[-1+i*1 -1-i*1 -3];z=[-1.5];

sys=zpk(z,p,5); pzmap(sys); axis([-4 1 -2 2])   
Funcţia de transfer şi răspunsul la frecvenţă sunt:
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In fig. 24 este reprezentată, în planul complex, distribuţia poli-zerouri (p1, p2, p3, respectiv z, notate prin P1, P2, P3, respectiv Z) şi punctul curent M de pe axa imaginară, rezultat ca urmare a substituţiei s=jω. Numărul imaginar jω este reprezentat în planul complex prin vectorul 
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. In mod similar factorii 
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Fig. 24. Calculul răspunsului la frecvenţă

. se reprezintă prin 
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. Răspunsul la frecvenţă are modulul 
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şi argumentul
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Modificând punctul M, adică pulsaţia ω, se determină cu relaţiile prezentate amplificarea şi defazajul introdus de sistemul analizat. 

In general, reprezentarea grafică a răspunsului la frecvenţă se face în două moduri:

· locul de transfer (caracteristica Nyquist)
· caracteristicile logaritmice de frecvenţă (caracteristicile Bode)
[image: image60.wmf](

)

w

U

A. Locul de transfer (caracteristica Nyquist) este locul geometric în planul complex al vârfului vectorului H(j), atunci când ω variaza de la - ∞ la +∞. Uzual se utilizează ramura aferentă domeniului de frecvenţă [0 +∞). In fig. 25  se prezintă un exemplu de loc de transfer. Pentru un punct M de pe locul de transfer, căruia îi corespunde pulsaţia *, amplificarea şi defazajul se determină direct din diagramă : amplificarea A(*) este dată  de 
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In mediul Matlab®, trasarea locului de transfer se face cu funcţia nyquist. Cea mai simplă apelare este de tipul nyquist(sys),unde sys este un sistem definit prin funcţiile uzuale tf, zpk sau ss. Dacă se impun pulsaţiile la care se face reprezentarea, atunci trebuie utilizată apelarea  nyquist(sys,w), unde w este vectorul pulsatiilor discrete impuse. 
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Exemplu In fig. 26,a este ilustrat locul de transfer obţinut prin secvenţa : 

n1=[2 1];d1=[0.5 1.3 1];sys=tf(n1,d1); w=(0:0.01:100);nyquist(sys,w);


Pentru a se obţine locul de transfer numai pentru valorile pozitive ale frecvenţei (fig. 26,b), se poate utiliza secvenţa :

n1=[2 1];d1=[0.5 1.3 1];s1=tf(n1,d1);w=(0:0.01:100);

[re,im]=nyquist(s1,w);re=squeeze(re);im=squeeze(im);

plot(re,im);grid

B. Caracteristicile logaritmice de frecvenţă (caracteristicile Bode) 

Reprezentarea Bode a răspunsului la frecvenţă implică două caracteristici distincte (fig. 27) :

· caracteristica amplificării exprimată in decibeli [dB] în funcţie de pulsaţie: 


[image: image44.wmf](

)

(

)

(

)

20log20log

dB

AAHj

www

==

                    (107)

· caracteristica de fază          
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La ambele caracteristici, pulsaţia în abscisă se consideră în scară logaritmică.

Fie H(j) răspunsul la frecvenţă al unui sistem, exprimat ca produsul funcţiilor de transfer 
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 se deduc pe baza celor aferente funcţiilor 
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Deci, caracteristicile Bode ale sistemului se obţin prin însumare, din cele aferente funcţiilor de transfer 
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Trasarea în mediul Matlab® a caracteristicilor Bode se face cu funcţia bode
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Exemple. 1. Pentru secvenţa   n1=[2 0];d1=[0.5 3.3 1]; s1=tf(n1,d1);        bode(s1);grid
se obţine rezultatul din fig. 28

Fig. 28 Exemplul 1
2. Pentru secvenţa : 

n1=[2 1];d1=[0.5 1.3 1];s1=tf(n1,d1);

n2=[1];d2=[1 1];s2=tf(n2,d2);

w=(1e-2:0.01:100);bode(s1,’r’,s2,’b--’,w);grid

se obţin caracteristicile Bode din fig. 29,a. 


3. Dacă se doreşte reprezentarea numai a caracteristicii de amplificare (fig. 29,b), se utilizează secvenţa :

n1=[2 1];d1=[0.5 1.3 1];s1=tf(n1,d1);

n2=[1];d2=[1 1];s2=tf(n2,d2);

w=(1e-2:0.01:100);[A1,Ph1]=bode(s1,w);[A2,Ph2]=bode(s2,w); A1dB=20*log10(A1(1,:));A2dB=20*log10(A2(1,:));

semilogx(w,A1dB,'b',w,A2dB,'b--');grid;
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Fig. 23 Ilustrarea reprezentării frecvenţiale a unui sistem
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Fig. 25  Caracteristica Nyquist
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Fig. 26 Locuri de transfer obţinute cu funcţia Matlab® nyquist
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Fig. 27 Caracteristici Bode





Bode Diagram
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Fig. 29 Caracteristici Bode obţinute prin funcţia Matlab bode
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