Curs 16

************************************

Recapitulare

9. Răspunsul la impuls şi răspunsul indicial

9. 1. Sisteme cu timp continuu
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Fie un sistem cauzal de ordinul n, având funcţia de transfer H(s). Prin definiţie,  transformatele Laplace ale variabilelor de intrare şi de ieşire, deduse în condiţii iniţiale nule, sunt legate prin relaţia


[image: image96.wmf](

)

(

)

utt

d

=



(60)


Considerând sistemul în condiţii iniţiale nule, se vor analiza, consecutiv, răspunsurile sistemului la trei tipuri de semnale aplicate la intrare. 

I. Cazul când la intrare se aplică un impuls unitar, u(t) = (t) (fig. 13). Intrucât 
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, imaginea Laplace a răspunsului la impuls  este 
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, iar răspunsul la impuls se obţine prin transformata Laplace inversă a funcţiei de transfer :
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Pentru deducerea expresiei analitice a răspunsului la impuls, h(t), se va admite, pentru început, că funcţia de transfer are poli distincţi. În acest caz, H(s) se poate pune sub forma:
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în care pk şi rk sunt polii funcţiei de transfer şi reziduurile aferente. Răspunsul la impuls are expresia analitică :
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II. Cazul când la intrare se aplică o traptă unitară, u(t)= σ(t) (fig. 18). Deoarece 
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rezultă că 
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 iar răspunsul sistemului, numit răspuns indicial, se poate deduce analitic cu relaţia 
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Intrucât factorul 1/s are semnificaţie operaţională de integrare, rezultă relaţia dintre răspunsul indicial şi răspunsul la impuls: 
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Ca şi răspunsul indicial dedus analitic din funcţia de transfer, funcţia indicială astfel definită este un model parametric. Acest model poate fi convertit conform metodologiei schematizate în graficul următor:
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III. Cazul când la intrare se aplică un semnal oarecare, u(t). Transformata Laplace a răspunsului este dată de relaţia generală 
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 şi rezultă


[image: image12.wmf](

)

{

}

(

)

(

)

{

}

11

ytY(s)HsUs

--

==

LL




(71)

iar relaţia intrare-ieşire a sistemului este exprimată prin produsul de convoluţie :
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Având în vedere că h(t) şi u(t) sunt egale cu zero pentru t <0, rezultă:
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9. 1. Sisteme cu timp discret
Definirea răspunsului la impuls, a răspunsului indicial (răspuns la treaptă unitară) şi a stabilirea relaţiei intrare-ieşire de tip convoluţie sunt similare cazului sistemelor cu timp continuu, implicând utilizarea funcţiei de transfer H(z) şi a transformatei z.  Astfel, dacă funcţia de transfer H(z) a unui sistem cauzal are polii simpli, 
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, atunci ea poate fi pusă sub forma: 
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şi răspunsul la impuls al sistemului cu timp discret este 
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Deoarece transformata z a treptei unitare cu timp discret este 
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, rezultă funcţia indicială a sistemului cu timp discret:
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Dacă semnalul de intrare este oarecare, atunci pe baza relaţiei 
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şi modelul intrare-ieşire se prezintă prin expresia convoluţiei discrete :
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Exemplul 3 

Fie un sistem cu distribuţia poli-zerouri: 

p=[0.75+i*0.6 0.75-i*0.6 0.8 0.2 -0.4];

z=[-0.8 0.6];k=1.2;

Se cere să se determine componentele răspunsului la impuls, având în vedere că polii sunt distincţi.

Problema se rezolvă prin programul următor:

clear all; close all;

n=5;p=[0.75+i*0.6 0.75-i*0.6 0.8 0.2 -0.4];

z=[-0.8 0.6];k=1.2;

Te=0.5;

sys=zpk(z,p,k,Te)

sys1=tf(sys)

figure(1);pzmap(sys);axis([-1.2 1.22 -1.2 1.2]);

[num,den]=tfdata(sys1,'v');

[r,p,k]=residue(num,den)

tk=0:Te:100;

figure(2);

for i=1:length(tk)

h(1,i)=r(1)*p(1)^(tk(i)-1)+r(2)*p(2)^(tk(i)-1);

end

stem(tk,h(1,:));grid

title('Componenta aferenta polilor complecsi');

tk=0:Te:100;

for j=3:5

    for i=1:length(tk)

    h(j-1,i)=r(j)*p(j)^(tk(i)-1);

    end

    figure(j);

    stem(tk,h(j-1,:));grid

    j1=num2str(j);

    title(['Componenta aferenta polului ', j1])

end

ht=h(1,:)+h(2,:)+h(3,:)+h(4,:);

figure(6);

for i=1:4

    plot(tk,h(i,:));hold on;

end

plot(tk,ht,'k');grid;

ht1=h(1,:)+h(2,:);

plot(tk,ht1,'r');

title(['rasp. la impuls (negru); componentele (albastru); suma componentelor principale (negru)'])
Zero/pole/gain:

             1.2 (z+0.8) (z-0.6)

----------------------------------------------  
(z-0.8) (z-0.2) (z+0.4) (z^2 - 1.5z + 0.9225)

 Sampling time: 0.5

Transfer function:

               1.2 z^2 + 0.24 z - 0.576

-----------------------------------------------------------
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z^5 - 2.1 z^4 + 1.583 z^3 - 0.1295 z^2 - 0.3174 z + 0.05904

Sampling time: 0.5

r =

  -1.5438 - 0.4814i

  -1.5438 + 0.4814i

   1.4713          

  -0.3962          

   2.0126          

p =

   0.7500 + 0.6000i

   0.7500 - 0.6000i

   0.8000          

  -0.4000          

   0.2000          

k = []
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Fig. 19 Răspuns la impuls (Exemplul 3)

Prin rularea programului se obţin : diagrama poli-zerouri, valorile numerice ale polilor şi reziduurilor, precum şi răspunsul la impuls, care este detaliat în fig. 19. In fig. 19.a este dată componenta aferentă polilor complecşi conjugaţi a răspunsului la impuls, iar în fig. 19.b,c şi.d sunt date componentele aferente polilor reali. Se constată că atunci când polii sunt apropiaţi de originea planului z, componentele dinamice se sting rapid, iar când polii sunt apropiaţi de cercul unitar (dar întotdeauna în interiorul acestuia) componentele dinamice se sting mai lent. In fig. 19.e se prezintă, în acelaşi grafic, răspunsul la impuls total (cu negru), componentele răapunsului la impuls (cu albastru), precum şi suma componentelor principale (cu neglijarea componentelor aferente polilor depărtaţi de axa imaginară). In fig. 19.f se prezintă un zoom în zona iniţială a răspunsului la impuls. Se poate constata că nu toate componentele răspunsului la impuls au aceeaşi pondere: când polii sunt în preajma originii, componentele dinamice aferente se sting repede şi se pot neglija. 
Sisteme cu răspuns la impuls finit. 

La sistemele cu timp continuu, întotdeauna răspunsul la impuls tinde asimptotic spre o valoare staţionară (se admite ipoteza că sistemul nu are poli în semiplanul drept). In consecinţă, ele se încadrează în clasa sistemelor cu răspuns la impuls infinit (ca durată), fiind adesea numite sisteme IIR (Infinite Impulse Response). Sistemele cu timp discret pot fi de tip IIR, dar – spre deosebire de cele cu timp continuu – există şi o clasă de sisteme cu răspuns la impuls finit. Acestea sunt numite sisteme FIR (Finite Impulse Response). Funcţia de transfer a unui sistem FIR este de forma :
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în care 
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 sunt eşantioanele răspunsului la impuls pentru timpul discret k=0 ; 1 ;2 ;…. ; n, iar h(k)=0 pentru k >n. 
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Fig. 20 Răspunsul la impuls al unui sistem FIR

In fig. 20 este ilustrat răspunsul la impuls al unui sistem FIR, având n = 6. Funcţia de transfer a sistemului este
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10. Modele intrare-ieşire pentru sisteme multivariabile
10. 1. Matricea de transfer

Fie modelul de stare 
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al unui sistem multivariabil (fig. 21). Prin aplicarea transformatei Laplace în condiţii iniţiale nule, rezultă : 
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    Din relaţia (80) se obţine
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     şi înlocuind în (81),
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este matricea de transfer. Explicitând inversa matricii 
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unde
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este polinomul caracteristic al matricii A.

Fie 
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, un element generic al matricii H(s), adică
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Acest element caracterizează dinamica canalului de interacţiune între intrarea j şi ieşirea i (fig. 21). In cazul sistemelor strict cauzale, H(s) este proprie (lipseşte termenul D). Funcţiile de transfer 
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Exemplu : Fie sistemul
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Din relaţia (84) se obţine
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cu 
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Matricea de transfer se poate pune sub forma
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 iar sistemul multivariabil are structura din fig. 22  .

 Variabilele 
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iar modelul intrare-ieşire în domeniul timp are :forma
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Se constată că partea stângă a ecuaţiilor diferenţiale asociate ieşirilor are aceeaşi formă şi aceiaşi coeficienţi, întrucât ea este generată de polinomul caracteristic Δ(s).


Rezolvarea în mediul Matlab® a problemei formulate se face cu secvenţa : 
A=[-1 5;-0.2 -2];B=[0.1 0;0 0.5];C=[1 0;0 1];D=[0 0;0 0];

sys=ss(A,B,C,D); % definirea sistemului in reprezentarea de stare

sys=tf(sys) %conversia: model de stare -matrice de transfer

Rezulatele care se obţin sunt:

Transfer function from input 1 to output...
#1:  
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Transfer function from input 2 to output...

#1:  
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Cazul sistemelor cu timp discret. 

Aplicând transformata z modelului de stare discret, 
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în condiţii iniţiale nule, se obţine matricea de transfer, într-o formă similară celei de la sistemele cu timp continuu :
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Răspuns indicial





Fig. 18  Definiţia răspunsului indicial
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Fig. 21 Sistem multivariabil
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Fig. 22. Structura sistemului (86)

































































































































































































































































































































































































































































































































































Fig. 13  Definirea răspunsului la impuls
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