Curs 12
Extrapolatoare



Filtrul trece jos ideal, prezentat ca element de refacere ideală a semnalului de bază din cel eşantionat, nu este fizic realizabil. Practic se utilizează elemente de reconstrucţie a semnalului 
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, care realizează o aproximare a caracteristicii filtrului trece jos ideal. Aceste elemente de reconstrucţie se numesc extrapolatoare
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Fig. 5.14  Reconstrucţia semnalului cu un extrapolator de ordinul zero

a. Extrapolatorul de ordin zero (numit şi extrapolator cardinal). Acest extrapolator menţine ultima valoare primită (blochează această valoare) în timpul perioadei de eşantionare care urmează, 
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Fie un ansamblu eşantionator-extrapolator de ordinul zero (fig. 5.15). Formele semnalelor 
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 şi 
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 (la ieşirea extrapolatorului) sunt prezentate în fig. 5.14.
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Fig. 5.15  Ansamblul eşantionator-extrapolator

b. Extrapolatorul de ordinul 1. Acesta realizează o extrapolare liniară a evoluţiei semnalului, utilizându-se ultimele două eşantioane. Funcţionarea extrapolatorului de ordin 1 este ilustrată în fig. 5.16.
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Fig. 5.16  Reconstrucţia semnalului folosind un extrapolator de ordinul 1
5.1 Transformata Z
5.1.1 Transformata Z directă

Fie 
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 un semnal nul pentru 
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 (semnal cauzal). Semnalul eşantionat, 
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, definit prin relaţia (5.4), se poate exprima ca mai jos:

(5.14)
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Se calculează transformata Laplace 
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sau:


(5.16)
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întrucât:

(5.17)


[image: image15.wmf](

)

{

}

1e

e

skT

e

tkT

d

-

-=×

L


Dacă înlocuim:

(5.18)
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în (5.16), atunci:
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adică:    


 (5.20)
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care reprezintă transformata Z a semnalului eşantionat:

(5.21)


[image: image19.wmf](

)

(

)

{

}

(

)

{

}

*

e

XzxtxkT

==

ZZ

     
Observaţii: 
1. Fie o verticală de abscisă 
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 trasată în planul „s”. Traiectoria corespunzătoare în planul „z” este un cerc de rază 
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 (fig. 5.17).
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Fig. 5.17  Traiectorii corespondente în planele „s” şi „z”
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Fig. 5.18 Traiectorii corespondente în planele „s” şi „z”

2. Fie conturul 
[image: image22.wmf]s
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 care corespunde fâşiei de bază în semiplanul stâng al planului complex „s” (fig. 5.18). Traiectoria corespunzătoare în planul „z” este prezentată în fig. 5.18, unde raza cercului este unitară.

5.1.2 Transformata Z inversă

Pornind de la transformata Laplace, 
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, se poate calcula semnalul 
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, cu ajutorul transformatei Laplace inverse:

(5.22)
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unde constanta c este superioară indicelui de creştere 
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 al funcţiei 
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Dacă se pune 
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Folosind substituţia 
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Dar:
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unde s-a considerat fâşia de bază din planul „s”, prin adoptarea indicelui i=0. Înlocuind ultima relaţie în (5.24) rezultă:

(5.25)
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Conturul de integrare C în planul complex „z” este cercul de rază 
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. Expresia (5.25) defineşte transformata Z inversă.

5.2 Proprietăţile transformatei Z
Fie 
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 semnalul eşantionat cu perioada de eşantionare 
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. Se vor prezenta în cele ce urmează câteva din cele mai importante proprietăţi ale transformatei Z.

1. Liniaritatea
Fie 
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2. Teorema întârzierii
Fie 
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 întârziat cu d perioade de eşantionare. Avem:
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Demonstraţie:
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Notând i-d=k, rezultă:
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întrucât x(k)=0 pentru k<0.

Observaţie:

Se poate interpreta 
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ca fiind operator de întârziere cu o perioadă Te .

3. Teorema anticipării

(5.28)
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sau, în cazul general:

(5.29)
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Demonstraţie:

Urmând acelaşi mers de calcul ca în cazul precedent, rezultă:
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Întrucât limita inferioară din sumă este d, vom aduna şi scădea termenii pentru k=0,1,...d-1. Rezultă:
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adică relaţia (5.29).

4. Teorema valorii iniţiale
(5.30)
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Examinând relaţia (5.20), adică 
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, se observă că pentru z tinzând la infinit se anulează toţi termenii cu exponent negativ din sumă, rămânând numai termenul x(0).

5. Teorema valorii finale
(5.31)
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Demonstraţie:

Fie d(i) un semnal reprezentând diferenţa eşantioanelor consecutive din semnalul eşantionat (proporţional cu derivata discretă a semnalului):
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Vom calcula transformata Z a acestui semnal pe două căi:

1) 
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Din această relaţie rezultă că:

(5.32)
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2) De la 
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, unde s-a utilizat teorema anticipării, se obţine:

(5.33)
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Din (5.32) şi (5.34) rezultă:      
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şi se obţine relaţia 
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Observaţie:

Transformata Z a semnalului d(i), prezentată sub forma (5.33), se consideră a fi imaginea în z a derivatei discrete a semnalului. 
6. Teorema însumării (integrării)

Fie:


(5.35)
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funcţia proporţională cu integrala discretă a semnalului. Atunci:

(5.36)
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Demonstraţie:
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7. Teorema sumei

(5.37)
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Acest rezultat se obţine din (5.20), înlocuind z prin 1.
8. Teorema înmulţirii cu o exponenţială

Fie:
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atunci:

(5.38)
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Demonstraţie:
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9. Teorema înmulţirii cu timpul

Fie x(iTe) un semnal provenit prin eşantionare din x(t) şi X(z) transformata sa în z. Atunci semnalul iTe(x(iTe), provenit prin eşantionare din t(x(t), are transformata Z:

(5.39)
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Demonstraţie:

Întrucât 
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sau:

(5.40)
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Pe de altă parte:

(5.41)
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Substituind (5.40) în partea dreaptă a relaţiei (5.41), se obţine relaţia (5.39).
5.3 Convoluţia semnalelor eşantionate

Fie 
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 două semnale eşantionate. Convoluţia lor este:

(5.42)

[image: image76.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

12121212

00

*

kk

ii

xkxkxkxkxixkixkixi

==

Äº=×-=-×

åå

 !!
Vom demonstra că:

(5.43)


[image: image77.wmf](

)

(

)

{

}

(

)

(

)

1212

xkxkXzXz

Ä=×

Z

,

adică prin transformata Z, produsul de convoluţie 
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Demonstraţia porneşte de la explicitarea produsului 
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 şi are ca obiectiv transformarea expresiei respective, astfel încât produsul să fie exprimat ca o transformată Z a produsului de convoluţie al semnalelor 
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(5.44)
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Se observă că, în termenul general, coeficientul care înmulţeşte pe z-k este:

(5.45)
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deci relaţia (5.44) se scrie sub forma:

(5.46)
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adică:

(5.47)
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Fie 
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Vom demonstra că:

(5.48)
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adică prin transformata Z inversă produsul de convoluţie al imaginilor în z se transformă în produs algebric al semnalelor discrete x1(k) şi x2(k). Relaţia (5.48) este echivalentă cu:
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pentru a cărei demonstraţie calculăm transformata Z a produsului semnalelor: (demonstraţia nu este esenţială)


[image: image95.wmf]{

}

[

]

1212

0

()()()()

k

k

xkxkxkxkz

¥

-

=

×=××

å

Z


şi înlocuim x2(k) prin transformata Z inversă (vezi relaţia (5.25)):
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