CURS 11
A Criteriul Nyquist

Criteriul Nyquist se utilizeaza pentru analiza stabilitatii sistemelor cu reactie negativa.
Principalele trasaturi ale acestui criteriu sunt :

- evaluarea stabilitatii se face pe baza modelului frecvential al sistemului,
- stabilitatea sistemului Tn buclda inchisd se stabileste pe baza caracteristicilor de
frecventa ale sistemului in bucla deschisa,
- crieriul Nyquist permite o evaluare foarte nuantatd a rezervei de stabilitate.
Fie

Hy (S )
H, = 101
(s) 1+H,.(s) (101)
functia de transfer a sistemului 1n bucla inchisd, in care
H.(s)=Hy(s)H,.(s) (102)

este functia de transfer a buclei deschise (calea directa in serie cu calea de reactie).
Formularea criteriului Nyquist, datd in cele ce urmeaza, are la baza ipoteza ca bucla

deschisa nu are poli in semiplanul drept, insd poate sa aiba poli pe axa imaginara. Aceasta

ipoteza privind functia de transfer H, (S) este indeplinitd in aproape toate aplicatiile din

electronica.

Formularea criteriului Nyquist, in ipoteza mentionata, este urmatoarea :
Un sistem este stabil in bucla inchisa atunci cdnd caracteristica Nyquist aferentd

functiei de transfer in bucla deschisa, H, ( ja)), lasa punctul de coordonate (—1, jO),

numit punct critic, in partea stangd, AimH, (jo)
atunci cand pulsatia o variaza de la zero
la +o.

In fig. 14 sunt exemplificate
caracteristici Nyquist pentru sisteme
stabile si sisteme instabile (1, 2-sisteme /
stabile; 3, 4-sisteme instabile). Atunci
cand caracteristica Nyquist trece prin
punctul critic, sistemul este instabil, insa
la limita de stabilitate.

Evaluarea rezervei de stabilitate

Rezerva de stabilitate  exprima
« distanta » dintre caracteristica Nyquist

H, ( ja)) si punctul critic (—1, jO). Concret, ea se defineste prin doi indicatori, numiti

ReH, (jo)

punct
critic

Fig. 14 Caracteristici Nyquist pentru
sisteme stabile (1,2) si instabile (3, 4)

margine de fazda si margine de amplificare.
Fie caracteristica Nyquist a unui sistem stabil, reprezentata in fig. 15. Pe aceasta
caracteristicd se definesc doua pulsatii :

- pulsatia @, numita pulsatie de taiere, pentru care amplificarea buclei deschise
este unitara, adica :

. (jo, )| = 4e (@) =1 (Aeap(@)=0) (103)
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Fig. 15 Definirea marginii de amplificare si a marginii de faza pe
caracteristica Nyquist

- pulsatia notatd prin @, , la care defazajul buclei deschise este egal cu —7 (sau
-180°) :

o (0, )=argH,(jo,)=-x (104)

Fie 4. (a)ﬂ) amplificarea buclei deschise la pulsatia @, . Daca sistemul este

stabil, atunci 4. (@, )<1 (vezi fig. 15). Marginea de amplificare este definitd prin
relatia
me— (105)
A (o)

Marginea de faza este unghiul y format de semiaxa reald negativa si vectorul
H,(jo,) (vezi fig. 15):

7 =180+¢. () (106)

La un sistem stabil sunt valabile relatiile:
m>1; y>0;, o <o, (107)
Daca sistemul este instabil, avem: m<1; y<0; @, >w,, 1ar pentru un
sistem la limita de stabilitate rezulta :

m=1; y=0;, o, =w (108)
t T

i@s) . Va(s) o Conditia m=1 insemnd 4.(w,)=1, adica
s : ORI N

' ; ’ AS) amplificare unitard a caii directe inseriatd

cu calea de reactie (fig. 16). Deci, daca
Vi(s) variabila V>, de la intrarea caii directe este
’ Hy(s) o sinusoidd cu pulsatia w = @, = w, $icu

amplitudinea A, atunci semnalul V3 va fi
tot o sinusoidd, cu aceeasi amplitudine

Fig. 16 Sistem in bucla deschisa



(deoarece A.(w,)=1), insd defazat insa cu — fatd de V> (deoarece ¢.(w, )=—x). Daca

semnalul V7 se aplica cu semnul minus la intrarea caii directe, el va fi identic cu semnalul
V,, deoarece inversarea de semn inseamna o schimbare a fazei cu z. Prin urmare,
semnalul ¥ se regenereaza permanent prin calea de reactie si sistemul in circuit inchis va

functiona ca oscilator. Conditiile A4, (a)) =1 51 @, (a)) =—7x evocate aici reprezintd, de
fapt, conditiile Barkhausen de functionare a unui oscilator.

Indicatorii rezervei de stabilitate pot fi definiti §i pe caracteristicile Bode.
Marginea de amplificare exprimata in dB este

myp =20logm =20log [;} =-20log 4, (@, ) =—Acqp (@r) (109)
AC a)ﬂ'

Relatiile (103), (106) si (109) dau regulile de determinare a marginii de amplificare si
a marginii de faza pe caracteristicile Bode, asa cum se ilustreaza in fig. 17.a, pentru un
sistem stabil, si in fig. 17.b, pentru un sistem instabil.
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Fig. 17 Marginea de amplificare si marginea de faza pentru un sistem stabil (a) si pentru un sistem
instabil e (b)-deduse pe caracteristicile Bode

Observatie : Criteriul Nyquist se aplicd si pentru sistemele cu timp discret.
Marginea de amplificare §i marginea de faza se definesc 1n acelasi mod. Singura diferenta
este cd, in acest caz, caracteristcile de frecventd se traseazd in domeniul
[0, wg]=[0, w, /2].

Aplicatie Matlab Functia Matlab care permite determinarea marginii de
amplificare, a marginii de fazd si a pulsatiilor @, si w, este margin. Apelarea acestei

functii este margin(sys), unde sys este sistemul in circuit deschis (calea directa
inseriatd cu calea de reactie). Exemplul care urmeaza ilustreaza aplicarea acestei functii.
Se calculeaza inclusiv marginea de amplificare in dB.

clear all;
num=10*[5 1];
den=[conv(conv(][5 0],[1 1]),conv([10 1],[0.5 11))1;



sys=tf(num,den)
[mgain,mphase,wt,wpi]=margin(sys)
mgaindB=20*1og10(mgain)
Rezultatele obtinute prin rularea programului sunt:
Transfer function:

50 s + 10

25 s™M + 77.5 s"3 + 57.5 s"2 + 5 s
mgain = 2.5399

mphase = 24.6088

wt = 1.3051

wpi = 0.7619

mgaindB = 8.0965

4. Analiza regimului stationar al sistemelor

4.1 Formularea problemei

Fiind dat un sistem linear stabil, la intrarea caruia se aplica un semnal constant, u;,
semnalul obtinut la iesire in regim stationar, y,, este, de asemenea, constant. Se pune
problema sd se determine y;, atunci cand se cunoaste functia de transfer a sistemului si
semnalul de intrare u,. Avand in vedere faptul ca sistemul este linear, y; si u, sunt legate
prin relatia

Ve =Kuyg (101)

unde K se numeste coefficient de amplificare static. In cele ce urmeaza se pune problema
determinarii coeficientului de amplificare static, K, pentru sisteme cu timp continuu $i cu
timp discret

4.2 Regimul stationar al sistemelor cu timp continuu

Fie un sistem cu functia de transfer H(s) (fig. 18). Transformata Laplace a
semnalului de iesire este

Y(s):H(s)U(s) (102)
ve) [ YW o -
- - In regim stationar, semnalul de iesire este
Fig. 18 Sistem dinamic Vs = tli)r{.lo y(t) (103)

Pentru a stabili o relatie de calcul al semnalului de iesire n
regim stationar, y, se aplicd teorema valorii finale din
transformata Laplace:

g = lim y(t) = lim SY(S) (104)
t—>0 s—0

sau, tinand cont de relatia (102),

ys = lim sH (s)U () (105)

s—0



Presupunem ca la intrarea sistemului se aplica un semnal treaptd cu amplitudinea
ug . Transformata Laplace a acestui semnal este U(s)=u, /s, deci — in conformitate cu

(105) — valoarea de regim stationar a semnalului de iesire, ys, este:

yg = lim SH(S)luS :H(O)us (106)
s—0 N

Din (101) si (106) rezulta expresia amplificarii sistemului in regim stationar :
K=H (O) (107)

4.2 Regimul stationar al sistemelor cu timp discret

Similar cazului anterior, pentru un sistem cu timp discret se poate scrie:

Y(z)zH(z)U(z) (108)
s vy = lim y(k) (109)
k—o
Utilizand teorema valorii finale din transformata z, se obtine :
ys = lim y(k)=1lim(z-1)Y(z)=lim(z-1)H (z)U(z) (110)
k—o z—>l z—1

Daca la intrarea sistemului se aplica un semnal treaptd cu timp discret, avand

amplitudinea u,, atunci transformata z a semnalului de intrare este U(z)= —u,. Din
relatia (110) se obtine valoarea stationard a semnalului de iesire:
vy =1lim(z-1)H(z) 1_1 ug = Kug (111)
z—1 1—-z
Rezultd expresia amplificérii sistemului in regim stationar :
K=H(l) (112)

5. Analiza regimului dinamic al sistemelor

Analiza vizatd in cele ce urmeaza nu are ca scop stabilirea rdspunsului dinamic al
sistemului (pentru aceasta ar trebui sd se utilizeze metodele prezentate in sectiunea
«2. Analiza sistemelor prin calcului raspunsului acestora » a acestui capitol), ci sa se
stabileasca unele reguli pentru evaluarea expeditiva proprietatilor ale regimului dinamic
al sistemelor.

Fie un sistem de faza minima cu raspunsul la frecventd H(jow)=P(w)+jQO(w). S-a
aratat in sectiunea 4.4 (cursul 8) ca raspunsul la impuls poate fi calculat in functie de
P(w) astfel (vezi rel.(65) din cursul 8):

o0

h(t):%jP(a))cosa)tda) (113)
0



Raspunsul la semnalul treapta (raspunsul indicial) este integrala raspunsului la
impuls (functiei pondere) :

t
hoy ()= [h(r)de (114)
0
Inlocuind (113) in (114) se obtine

o0

h_l(t):EJ'P(a))[J-écosa)rdr}da) (115)
Vd
0
200|:P(a)) , }
sau h_l(t):—J. ——~sinwt do (116)
Tyl @

Presupunem ca, in functia P(w), se inlocuieste pulsatia @ prin mew (fig. 19.a),

A P(a)) A h,l(t)

2

Fig. 19 Efectul modificarii benzii de frecventa (a), asupra raspunsului indicial (b)

adicd se modifica banda de frecventa. In acest caz se obtine:

hy (1) = 2 J. —P(ma)) sinotdw = EJ-—P(ma))
z o T mo

sin(ma)—tjd(ma)) (117)
0 0

m

sau, daca se face substitutia mw=u,

hy (1) :%Tmsin[u—tjdu —h &j (118)
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In fig. 19 este ilustrat efectul schimbarii benzii de

frecventa asupra raspunsului indicial. Se constatd ca dacd banda
de frecventa creste, atunci timpul de raspuns al sistemului se

D

4\{ \ reduce ( sistemul are dinamica mai rapida).

4 “‘\\\\\ Alaturi de aceasta constatare, sunt cunoscute din capitolele
Fig. 20 Domeniul anterioare si alte criterii de evaluare calitativa a regimului
modurilor oscilante  dinamic, in special atunci cind este datd distributia polilor

A/




sistemului 1n planul complex : cu cat distanta minima a polilor fatd de axa imaginara este
mai mare, cu atdt dinamica sistemului este mai rapida. Daca existda poli complecsi

, adica ¢ > 450 (vezi fig. 20), atunci acesti poli

conjugati, p; ;1 =a* jo,unde @ > |a
introduc moduri oscilante in raspunsul sistemului. Oscilatiile introduse sunt cu atit mai
pronuntate, cu cat unghiul ¢ este mai mare.

Sinteza sistemelor

1 Introducere

In cadrul unei probleme de sintezd a sistemelor, se dau performantele pe care
trebuie sa se realizeze un sistem si se cere deducerea sistemului care realizeaza aceste
performante.

Problema sintezei sistemelor poate fi tratata pe mai multe cai, pe baza rezulatelor
din analiza sistemelor. Un exemplu foarte simplu il constituie sinteza unui filtru rejector
(tratata n cursul 4). Alte abordéri, mult mai importante, vor fi prezentate intr-unul din
capitolele urmatoare, in legatura cu sinteza filtrelor.

In acest capitol se va prezenta problema sintezei sistemelor intr-o formulare
particulara, dupa cum urmeaza:

- se dau: un sistem initial, care are performante dinamice necorespunzatoare,
precum si performantele dorite, care trebuie si fie realizate de sistem;

- se cere: modificarea sistemului initial, printr-o reactie dupa stare, astfel incat in
final sistemul sa aiba performantele dorite.

2. Sinteza sistemelor prin reactiei dupa stare
Presupunem ca un sistem, descris de ecuatiile

%= Ax +bu (119)

y=Cx (120)
are o dinamica necorespunzatoare (de ex., o dinamica lentd) si ca se doreste ameliorarea
acestei dinamici prin intermediul unei reactii dupa stare. Reactia dupa stare este ilustrata
in fig. 21.a, iar in fig.21.b este detaliatd modalitatea de realizare. Marimea de reactie se

obtine prin insumarea ponderatd a starilor x,,i=1,n Ponderile £;,i=1,n formeaza

|
V+ u >
A,b >
ot e —o— W T
n
k|
a

Fig. 21 Reactia dupa stare: reprezentare simplificata (a) si detaliata (b)



vectorul linie

k=Tk k- k] (121)
astfel incat méarimea de reactie este produsul scalar
k=3 kx. (122)

i=1
Presupunem, spre exemplu, cd initial sistemul are distributia polilor din fig. 22.a.
Aici se constata ca 3 poli sunt apropiati de axa imaginard, doi din acestia fiind complecsi
conjugati, care produc o dinamica lenta, oscilantd. Prin reactia dupa stare se doreste ca
sistemul sa aiba o dinamica rapida, care corespunde unei distributii impuse a polilor. De
reguld, se impun 2 poli dominanti, complecsi conjugati, iar restul polilor se aleg la
distanta mare fatd de origine (fig. 2.b). In exemplul considerat, sistemul se va comporta
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Fig. 22 Polii sistemului fara reactie (a) si cu reactie (b) (exemplu)

practic ca un sistem de ordinul 2, caracterizat de cei doi polii dominanti. Spunem ca
sistemului 1 s-au alocat polii doriti, pentru care se va obtine o dinamica amelioratd a
dinamicii sistemului.

Intrucat marimea de intrare a sistemului cu reactie este

u=v-—kx
sistemul 1n circuit Inchis va avea ecuatia de stare
x =(A-bk)x +bv (123)

Fata de ecuatia de stare initiald (119), matricea A a sistemului se inlocuieste cu
Ay=(A—bk). Daca initial ecuatia caracteristicd a sistemului era det(s/ —4)=0, dupa
aplicarea reactiei, sistemul va avea ecuatia caracteristica

det(sI — Ay) = det(s] — A+bk)=0 (124)

Fie ecuatia de stare a sistemului initial, prezentata sub forma canonica controlabila.

In acest caz, parametrii 4 si b au forma:

b=l (125)

iar matricea A a sistemului cu reactie dupa stare, adicd (A —bk), are forma



(126)

Pe de alta parte, polii sistemului cu reactie (radacinile ecuatiei caracteristice) sunt

impusi: s;, i=1n , asa cum s-a ilustrat in fig. 22.b. In consecintd, polinomul

caracteristic al sistemului cu reactie este:

s)=(s=s1)(s=59)(s=5,)=5"+a, ;s" " +..+a 127
1 2 n n—1 0
iar matricea A4, aferentd, in forma canonica controlabila, este

(128)

Matricea A4, a sistemului cu reactia dupa stare a fost exprimata sub doud forme:
(126) si (128). Din aceste relatii se deduc egalitatile :

—a;_y=—a;_1—k;, i=1n (129)

de unde rezulta coeficientii reactiei dupa stare

ki=aiy—a;_y;i=ln (130)

In Matlab, vectorul k se deduce cu functia place, conform urmatoarei
utilizari :
K = place(A,B,P)
care calculeaza matricea (vectorul) K astfel incat ecuatia caracteristica aferenta matricii in
circuit inchis, (A—bk), sa fie cele din vectorul P, impus de utilizator.

Aplicatia 1 Sa se calculeze reactia dupa stare pentru sistemul cu parametrii de stare

afor llefs o<l

prin impunerea polilor
P =242 % j242 =-2.8284+ j2.8284

Programul Matlab este dat in continuare
clear all;close all;

A=[-0.1 -3.3 ;0.5 -1]:B=[0:1];
C=eye(2);D=[0;0];
sys=ss(A,B,C,D);



e=eig(A)

figure(l);

Ly, t]=impulse(sys);
subplot(211);plot(t,y(:,1)");hold on;
subplot(212);plot(t,y(:,2)");hold on;
P=[-2*sqrt(2)+i1*2*sqrt(2);-2*sqrt(2)-1*2*sqrt(2)];
K=place(A,B,P)

sysl=feedback(sys,K);

[yl,t]=impulse(sysl, "r-);
subplot(211);plot(t,yl1(:,1)","r");grid;

title("x1; cu rosu - cazul cu reactie dupa stare®);
subplot(212);plot(t,y1(:,2)","r");grid;

title("x2; cu rosu - cazul cu reactie dupa starev);
el=eig(A-B*K)

Rezultatele care se obtin sunt:
- valorile proprii ale matricei initiale, A:
-0.5500 + 1.20311
-0.5500 - 1.20311
- valorile proprii ale matricei sistemului cu reactie 4y=(A —bk)
-2.8284 + 2.82841i
-2.8284 - 2.8284i
(sunt identice cu cele impuse)
- raspunsurile la impuls ale siatemului initial (cu albastru) si ale sistemului corectat
(cu reactie dupa stare):

x1; cu rosu - cazul cu reactie dupa stare

Fig. 23 Raspunsurile la impuls ale sistemului initial (a) si cu reactie dupa stare (b)



3. Estimarea starii

Pentru a realiza reactia dupa stare este necesar ca toate variabilele de stare sa fie
masurabile, ceea ce — de reguld — nu este posibil. In realitate, variabilele de stare
X],X3,...,X, sunt estimate pornind de la mirimile de intrare-iesire u(t) si y(¢) masurate.
Estimarea este realizata de estimatoare de stare, numite adesea si observere.

Fie x starea estimata pentru un sistem strict cauzal, definit prin parametrii A, B,
C, considerati cunoscuti. Daca ecuatia estimatorului de stare s-ar considera identicd cu
ecuatia sistemului, adica

X=AX+Bu (131)
atunci variabila de intrare u(¢f) ar imprima o traiectorie de stare a estimatorului, X(¢),
diferita de cea a sistemului, x(¢), deoarece starile initiale ale sistemului si estimatorului,
x(0) six(0), sunt diferite (nu se cunoaste starea initiala a sistemului). Ecuatia
estimatorului se alege sub forma

¥=A%+Bu+K,(y-Cx) (132)
adicd, la ecuatia (131) se adauga termenul K, ( y-C )_2) , in care intervine diferenta dintre
iesirea sistemului (masuratd) y si  «iesirea» y=CX dedusd pe baza estimirii X.
Aceastd diferentd, amplificata cu K, , actioneazd in ecuatia (132) pand cénd starea

estimatd va coincide cu starea sistemului. Schema estimatorului este data in fig. 24.
Proiectarea observerului constd in calculul vectorului de amplificare K, .

u Sistem y
| X

v

Estimator de

x
—
> stare

Fig. 24 Estimator de stare

Daca din ecuatia de stare a sistemului, x = Ax+ Bu, se scade ecuatia (132) a
estimatorului, obtinem :

¥-X=A(x-%)-K,(Cx-C%)=(A4-K,C)(x-%) (133)
Eroarea de estimare este
e=x—-X (134)
deci avem :

¢=(A-K,C)e (135)



Valorile proprii ale matricii (A -K,.C ) determind viteza de anulare a erorii

lim e()=0 (136)

t—>0

stiind ca, in momentul initial, e(0)# 0. Cu cat valorile proprii, in semiplanul stang, sunt
mai departate de axa imaginara, cu atat viteza de anulare a erorii este mai mare.

In Matlab, calculul vectorului K,se face tot cu functia place, conform
urmatoarei utilizari:

Ke=place(A",C",P1)

unde vectorul P1 contine polii impusi estimatorului (valorile proprii ale matricei
A-K,C).

Aplicatia 2

Se considerd cd sistemul din Aplicatia 1 are o singurd marime de iesire §i se
calculeaza estimatorul de stare. Polii impusi estimatorului sunt

p1,2 = —10\/§ij10\/§

In programul care urmeaza, se simuleaza sistemul la un semnal de intrare dat, u(?),
si In conditii initiale oarecare. Se calculeaza estimatorul si, apoi, acesta se simuleaza
utilizand la intrare semnalul Bu(f)+K,(¢), unde y(¢) este iesirea sistemului. Starea initiala
a estimatorului s-a considerat nuld (se putea face orice initializare), deoarece starea
initiala a sistemului nu se cunoagste. Se reprezintd grafic evolutiile stérilor sistemului si
estimatorului (fig. 25).

clear all;close all;

% sistemul cu o intrare si o iesire

A=[-0.1 -3.3 ;0.5 -1];

B=[0;1]; C=[1 0];D=[0]

% starea initiala a sistemului

x0=[1;-1];

% se gebereaza semnalul de intrare
t=0:0.005:1;u=sign(sin(2.5*t));

% se defineste sistemul

sys=ss(A,B,C,D);

% se simuleaza sistemul cu iIntrarea u si starea initiala x0
Ly.t.x]=Isim(sys,u,t,x0);

figure(l);

plot(t,x(:,1),t,x(:,2));grid;hold on;

% se deduce amplificarea Ke a estimatorului
P1=[-10*sqrt(2)+i*10*sqrt(2);-10*sqrt(2)-i*10*sqrt(2)];
Ke=place(A",C",P1)

% se construieste ecuatia de stare a erorii estimatorului
Be=[1 0;0 1];Ce=eye(2); De=[0 0;0 0];
syse=ss(A-Ke"*C,Be,Ce,De)

% se initializeaza la zero starea initiala a estimatorului
xi=[0;0];

% se calculeza iIntrarea estimatorului

ue=B*u+Ke"*y";

% se simuleaza estimatorul cu iIntrarea u si starea initiala xi
[ye, t,xe]=Isim(syse,ue,t,xi);

plot(t,xe(:,1),t,xe(:,2));



starile sistemului si estimatorului
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Fig. 25 Evolutiile starilor sistemului si estimatorului

Daca starile unui sistem nu sunt in totalitate accesibile masurdrii, atunci reactia
dupa stare se realizeazd in raport cu starea estimatid. Dinamica de anulare a erorii de
estimare trebuie sa fie mult mai rapida decdt dinamica sistemului cu reactie dupa stare.
Deci, polii impusi la calculul vectorului K, trebuie sa fie sensibil mai departati de axa

imaginarad, fata de polii impusi la reactia dupa stare (de 5...10 ori).



