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4.4. Conversia modelelor neparametrice

A. Conversia: raspuns la impuls — caracteristici de frecventa
Fie un sistem cu poli in semiplanul stang. La un astfel de sistem, este satisfacuta

conditia lim A(z)=0. Deoarece functia raspuns la impuls, %(), admite simultan
o0

transformata Fourier si transformata Laplace, rezulta consecutiv :

h(t) F{h(t)}: T h([) e_jwtdl‘zoj?h(z‘) e—ja)tdt:
— 0

(55)
; = L{h(t)}szjw =H(jo)
" > H(jw)=P(o)+j0(w)=
Fig. 31 Réspuns la impuls = Jh(t)e_jwt dr= Ih(t)(coswt — jsinart)dt (56)
0 0
de unde rezulta
P(w)=jh(t)coswtdt; Q(w)=—jh(t)sina)tdt (57)
0 0

Fie ¢, timpul la care raspunsul la impuls devine practic egal cu zero (v. fig. 31),

adica h(t) =0. Calculul numeric al caracteristicilor de frecventa, plecand de la

|t>1y

raspunsul la impuls, are la baza relatiile :

P(w)= tﬁf h(t)cosards; Q(w)= —IT h(t)sincordt (58)
A(a)):\/Pz(a))—i-Qz(a));(o(a))zarctg§§2§ (59)

B. Conversia: caracteristici de frecvent — raspuns la impuls

Pentru conversia inversa, de la caracteristicile de frecventa ale unui sistem de faza
minima la raspunsul la impuls, se porneste de la expresia transformatei Fourier inverse :

0

h(e)=F~ {H (joo)} zzL [ H(jo) ¢/“do=
) i (60)
) [P(a))+jQ(a))][c0sa)t+jsina)t]da)

_ L
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Dezvoltand calculul, rezulta :



o0 o0

h(t):i J- [P(a))cosa)t—Q(a))sina)t]daHjL J- [P(a))sina)t+Q(a))cosa)t}da):

2r
. 0 —° (61)
1 .
== E[ [P(a)) cosar —0(o) sma)t] do

intrucat [P(a)) coswt — Q(a)) sina)t] este o functie para, iar [P(a)) sinwt +Q (a)) cosa)t]

este o functie impard. Se vor utiliza notatiile

loo cos _p+) '_—loo sin _p0)
ﬂgp(a)) ordo =" (1); ﬂgg(a)) otdo =h" (1) (62)

unde h(+) (t) este para si h(_) (t) impara. Din (61) si (62) rezulta:

h(t) =1 (0)+ 1) (1) (63)

Daca 1in aceastd relatie se schimba semnul timpului 7, se obtine

h(—t):h(+)(t)+h(_t) sau Ozh(+)(t)—h(_t), deoarece  h(—1)=0 (sistemul este
cauzal). Tnsa A\ (=)= h") (¢) si 1) (=) ==n) (1), deci 4 (1) = n) (¢) si

h(t) =20 (1) =240 (1) (64)
Rezulta
h(t):zTP(a))cosa)tda); h(t):_zTQ(w)sinwt (65)
7y 70

Calculul numeric utilizeaza limite superiaore finite in integrale :

h(t);; | P(w)coswrdw. h(t)=

N[

w(fj O(w)sinwrdo (66)

unde @), este pulsatia la care au loc relatiile : P(w) 0.

I

=0; Q(a))\me

‘CO>CUM

4.5. Discretizarea sistemelor cu timp continuu

4.5.1 Introducere

Pentru un sistem cu timp continuu dat, se cere deducerea unui sistem cu timp
discret care sa aproximeze caracteristicile dinamice ale sistemului cu timp continuu.
Aceastd problema apare atunci cand se doreste implementarea numerica (soft) a unui
sistem dat in realizare analogica.

Problema formulata poate fi tratata si ca o conversie de tipul:

sistem cu timp continuu — sistem cu timp discret.



4.5.2. Abordarea bazata pe ansamblul esantionator-extrapolator

Fie H(s) functia de transfer a sistemului cu timp continuu, care face obiectul
procedurii de discretizare (fig. 32.a). Prin operatia de discretizare, se « construieste » un
nou sistem cu caracteristici dinamice apropiate de cele ale sistemului initial, urmand
procedura ilustrata in fig. 32.b. La intrarea sistemului cu timp continuu se aplica #(¢),

obtinut prin ansamblul esantionator-extrapolator. Sistemul cu timp discret are la intrare

«——  Sistem cu timp discret < ——
Discretizare ! !

— : r'*?<°l->
M» H(s) M» — »PYoL s Extrapolator > H(S) Ly(»)
u(t) T, u(k) zﬁ(t) )
a b

Fig. 32 Sistem cu timp continuu (a) schema de discretizare utilizand ansamblul
esantionator-extrapolator (b)

variabila u(k), obtinuta din u(f) cu esantionatorul E. Fireste, la intrarea sistemului cu

timp continuu trebuie aplicat un semnal care sd fie definit pe tot domeniul timpului
natural si, de aceea, se utilizeaza un extrapolator, pentru obtinerea semnalului cu timp
continuu #(¢) din semnalul esantionat. Variabila de iesire a sistemului cu timp discret ,

y(k) , este datd de un esantionator fictiv, reprezentat cu linie intrerupta in fig. 32.b.

Eroarea de aproximare a sistemului initial, dat in fig. 32.a, prin sistemul reprezentat
in fig.32.b, este datd de eroarea de refacere a semnalului u(t), plecand de la semnalul

esantionat u(k), adicd de diferenta: u(¢)—#(¢). Aceastd eroare este nuld dacd

refacerea semnalului cu timp continuu din semnalul cu timp discret s-ar face cu un

r,}H (o) = 4(e)

e

YH(jo)

— P o—> - .

e

u(t) Teu (kT )— 7 we/z”L u(r) —we§/2 ¢(a))_TgH(jw3)

\

Fig. 33 Reconstruction idéale du signal u(¢) |

Fig. 34 Caractéristiques de
fréquence du filtre passe-bas
idéal
filtru trece jos ideal.
Fie cazul teoretic al reconstructiei ideale a semnalului u(t), plecand de la

semnalul esantionat " (t) u (kTe) (fig. 33). Raspunsul la frecventa al filtrului trece-jos

ideal este

Le
H(ja)): 1,, pentru |a)|S > 67)

0, @ rest



iar caracteristicile lui de frecventd sunt reprezentate in fig. 34. Raspunsul la impuls al

acestui filtru este

H(e)=F{H(jo)

o a2

1 o0
= T/ dw=
27[—.‘;0 ﬂ—a{/Z B e/2

/dw=
(je)e™ do= 27rj

e
=sinc ) (68)

Acest raspuns este reprezentat in fig. 35. Asa cum s-a aratat si in capitolul anterior, filtrul
trece jos ideal nu este cauzal, deoarece el raspunde Tnainte de a aplica impulsul o (t) la

intrare (efectul precede cauza).

e In practica, pentru refacerea semnalului cu timp continuu din semnalul esantionat
se utilizeaza extrapolatoare de ordinul zero sau de ordinul 1

Fie cazul cand semnalul cu timp continuu zﬁ(t)este obtinut cu un extrapolator de

ordinul zero. In fig. 36 este dat raspunsul la impuls al acestui estrapolator, a carui

expresie este

hg (t)=u(t)—u(r-T,)

(69)

unde (1) este semnalul treaptd unitard. Functia de

transfer a extrapolatorului este transformata Laplace a

! raspunsului la impuls, deci:

11 s
s S
1 | £ 1 _ e—TeS
_2NTe Te\/z’Te Rezulta : HE (S) = T
Fig. 35 Raspunsul la impuls al Raspunsul la frecventa este
filtrului trece-jos ideal ’
—joT
Lo 1—¢e JoL,
A .Varlabl{a de Hg (]0)) — .
intrare in jo
1 A extrapolator
, , ' sau
2T, -T 7. 2T, joTel2  —jwTel2
¢ ¢ ¢ ¢ : —jwTel2 © —€
A H =e .]a) o
hg () £ (Ju) o
1
jwTe/2 jwTe/2
t _ g ejoTe2 €T eI
: : —_— ¢ 2jwl, /2
D1, T, 7.  2I, J@le
Fig. 36. Raspunsul la impuls al =T,e —jwTel2 . sin C

extrapolatorului de ordinul 0

Deci, caracteristicile de frecventa ale extrapolatorului sunt :

Hg (s)=L{h(t)} = L{u(t)} - L{u(t-T,)} =

(70)

(71)

(72)

(73)



Ag (a)):‘HE (ja))‘:Te sinc T (74)
OF (a)) =argHg (]a)) =— sze (75)

Aceste caracteristici sunt reprezentate in fig. 37 (cu linie intreruptd sunt date

caracteristicile filtrului trece-jos ideal). Se observd cad aproximarea caracteristicilor
ideale este acceptabila numai la joasd frecventd.

T

e

Fig. 37 Caractéristiques de fréquence du bloqueur d’ordre
1

In cazul extrapolatorului de ordinul 1, raspunsul la impuls este reprezentat 1n fig.
38. El poate fi exprimat prin relatia :

he (t)=u(t)—2u(t=T,)+u(t—2T,)+r(t)-2r(¢t-T,)+r(t—2T,) (76)

in care r (t) este functia rampa de pantd 1/7,, . Functia de transfer a extrapolatorului
rezulta de forma :

A 4 @
Impuls aplicat la £ ( )
intrarea
14 extrapolatorului

21, - L f o le
AhE(t) FTJ ideal -

27 3
1 or ()]

; L w

Fig. 38 Raspunsul la impuls al

Fig. 39 Caracteristicile de frecventa ale
extrapolatorului de ordinul 1

extrapolatorului de ordinul 1



1 2 75 1 215 1 2 o Tes I o1

H(s)=L{h(t\=—-Ze ¥ 4 ¥ 4 — e’ 4 e e
() {()} s S8 N Tes2 Tes2 Tes2
sau
1475 (1-e )
o(1-c T
Hy (5)=L{hs (1)) = Te( : J ()

Din expresia raspunsului la frecventa

il 2
1+ joT, [ 1-e /e
T, jo

e

H(jo)
se obtin caracteristicile de amplificare si de defaza; :

Ag (a)) =T,(1 +(a)Te )2 sinc? (a)Te/Z) or (a)) =-wT, +arctgwl, (78)

care sunt reprezentate in fig. 39. Acest rezultat nu probeazd superioritatea
extrapolatorului de ordinul 1, fata de cel de ordinul zero, astfel incat, pentru discretizarea
modelelor cu timp continuu se utilizeaza mai des relatia (71).

e In conformitate cu schema din fig. 32.b, functia de transfer a sistemului cu timp
discret, H (z), avand intrarea u (k) siiesirea y(k), este

H(z)=Z{HE (S)H(S)} (79)

Daca se utilizeaza extrapolatorul de ordinul zero (cel mai raspandit), rezulta

H(s)} - (1—2—1)-2{1H(s)} (80)

~T,s

H(z):z{l‘eT :

deoarece

z{e-TeslH(s)} :z-lz{lH(s)} s1)

A S

e 1eS fiind operatorul de intarziere cu 7, in domeniul timp continuu, asa cum z ' este
operatorul de Intarziere cu un pas de esantionare, in domeniul timp discret.

Exemple
1. Fie H (s) =1/s functia de transfer a unui integrator. Utilizind un extrapolator de

ordinul zero, se obtine

H(z)=(1-2") z{é%} ~(1-=71). (lTezll)z _ EZZ_—ll (82)
-z




2. Fie H(S): Las
Ts+1
mod se obtine

H(Z):(l_z_l).z[l.ﬂ}:(l_z—l)_z{(Td/T }_T/Td(lzll)

s Ts+1 s+1/T) l-ayz”

T,
a) = exp(—?ej

unde

3. Fie H (s) =
Ts+1
extrapolatorului de ordinul zero conduce la

e
K/T

KT K K
s+1/T

Daca se descompune functia de transfer in elemente simple,

s(s+1/T) s
se poate scrie

K(l—al)z_1

-1
deci H(z)= Ll
l—aiz

b :K(l—al)

4.5.2. Abordarea bazata pe metoda Tustin

e e e e e
z az (l—z )(l—alz )

unde q; a la forme (84) si

Se pune relatia z =¢’ Te ub forma

2
e 1+1&+i£ +
o, _e2 12 22

e l_lsTeg(sTef_...
2

nz2 2

Retinand primii doi termeni din dezvoltarile 1n serie, se obtine

2+sT,
2—sT

e

I

z

functia de transfer a unui derivator la limitd cauzal. In acelasi

(83)

(84)

functia de transfer a unui filtru de ordinul 1. Utilizarea

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

1)



Din aceasta relatie se expliciteaza variabila s:

_2 1=
Te 1'|'Z_1

s (92)

Se obtine o transformare biliniard, care proiecteaza axa imaginard s= jo® pe

2.9

cercul de raza unitara |z| =1. Punctele din semiplanul drept al planului ”s” se regdsesc in

interiorul acestui cerc.
Acest procedeu, numit — de asemenea — metoda Tustin constd in substituirea
variabilei s din functia de transfer H(s), prin expresia (92). Deci :

H(Z) :H(S) S_i.l—z_l (93)
Te 1+Z_1
Exemple
1- Discretizarea integratorului avand functia de transfer H (s) = ! :
s
-1
1 T, 1+z
H(z)_gszil_z,1 e (94)
Te 1+271
2- Discretizarea unui filtru de ordinul 1 :
© © b (l+z_l)
H(z)= 212717 T = 93)
Ts+1|g-=. 2T 1-z 1+ az
e 1+Z_1 T _1 +1
Te 1+Z
2TT_1 K
unde a = 2; 5 bl :T (96)
—+1 —+1
Te Te

Observatii

1. Sistemul cu timp discret, obtinut prin discretizarea cu metoda Tustin a unui sistem
strict cauzal cu timp continuu, este un sistem la limitd cauzal.

2. Relatia (91) poate fi utilizata pentru conversia : functie de transfer cu timp discret
— functie de transfer cu timp continuu.

3. Conversiile: sisteme cu timp continuu : sisteme cu timp discret nu sunt niciodata

unice.
Aplicatie Matlab. Functia Matlab care realizeazd conversia : model linear cu timp
continuu — model cu timpdiscret este c2d, a carei utilizare este:



sysd=c2d(sys, Te, metoda)

unde sys et sysd sunt sisteme cu timp continuu si, respectiv, cu timp discret, Te —
perioada de esantionare, metoda — permite selectia procedurii de discretizare, dupa cum
urmeaza : :

>zoh” — utilizarea extrapolatorului de ordinul zero;

>foh” - utilizarea extrapolatorului de ordinul 1 (variantd amelioratd);

>tustin’ — utilizarea metodei Tustin.

Exemplul 1

Te=0.05; sys=tf([10 10]); sysd=c2d(sys, Te, “tustin’)

Transfer function
0.2438272+0.01189z -0.2319
z"2-1.9z +0.9049

Exemplul 2

Fie un filtru de ordinul 1, cu amplificarea statica egald cu 1 si constanta de timp unitara.
Adoptand peroada de esantionare 7,=0.2 s, se determina cu functia c2d caracteristica
logaritmica a amplificarii pana la frecventa Shannon w./2, atat la sistemul cu timp
continuu initial, cat si pentru sistemul discretizat pe baza extrapolatoarelor de ordinul 0 si
1. Rezultatele sunt prezentate in fig. 4.68. Se constatd ca erorile de discretizare afecteaza
zona de inaltd frecventd a caracteristicilor sistemului discretizat, in vecindtatea frecventei
Shannon w./2.

Afw) B

0 fenn- .

10 10’ 10 10" w2

a
Fig. 40 Caracteristica de amplificare (a) si de defazaj (b) pentru sistemul cu timp continuu (1) si
pentru sistemul discretizat prin: extrapolator de ordin zero (2)
si de ordin unu ameliorat (3)



