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Metode de aproximare in sinteza filtrelor

1.Principiul sintezei

Se porneste de la un filtru trece jos (FTJ) ideal, avand caracteristica de frecventa din fig. 1.

In ordonata se reprezinta patratul amplificarii A? (w) = |H ( ja))|2. FTJ ideal nu este realizabil

fizic (are o panta infinita caracteristicii de la zona de trecere la cea de blocare).
Prima problema care se pune este cea de aproximare a acestei caracteristici ideale,
nerealizabile fizic, printr-o caracteristica realizabila fizic. Cele mai utilizate metode de
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Fig. 1 Caracteristica patratului amplificarii si caracteristica de fazé la un FTJ ideal

aproximare sunt:

1. aproximarea de tip ,,maximum plat”;

2. aproximarea de tip Cebasev.

De regula, procedura de proiectare a unui filtru prevede, intr-o prima etapd, proiectarea unui
filtru trece jos normalizat, la care caracteristica de frecventa se considera in raport cu frecventa
normatd @/ w; . In aceste conditii, frecventa de tdiere a FTJ normalizat se considera unitara.

Procedura de proiectare a unui filtru include urmatoarele etape:

1. pornind de la cerintele de calitate impuse prin datele de proiectare, se determina ordinul
filtrului normalizat, precum si functia de transfer a acestuia;

2. serecalculeaza parametrii din functia de transfer a filtrului, astfel incat acesta sa realizeze
frecventa de tdiere impusa in aplicatia reala;

3. filtrul sintetizat este un sistem IIR, care poate fi implementat prin mijloace analogice sau
numerice. In situatia realizdrii numerice, se discretizeaza functia de transfer obtinuta la
pasul anterior.

Daca se cere proiectarea unui alt tip de filtru, FTJ, FTB sau FOB, atunci se aplica

transformari de frecventd specifice, pentru obtinerea acestor filtre, ponind de la FTJ normalizat.

2. Aproximarea de tip ,,maximum plat”

In acest caz, forma caracteristicii de frecventd este monoton scdazatoare si se pune
conditia de ,,maximum plat”, adica patratul amplificarii, AX(w), sd fie cdt mai aproape de
valoarea unitara, in banda de trecere, §i cat mai aproape de zero, in banda de blocare.

Fie un filtru avand urmatoarea expresie generala a patratului amplificarii:



1+ do? +dyo* +..+ d ™"
= 7 (D

N 2,2
|H(jo) = 4% (%) 22
I+cqo” +cyo’ +...+c,0
unde valoarea maxima a luimeste m =n — 1.

Eroarea de aproximare a functiei |Hl~( ja))|2 prin |H ( ja))|2 este

1- |H(ja))|2 pentru w €[0,1]

&(@?) 2)
—|H(ja))|2 pentru @ > 1
Se dezvolta in serie aceastd functie, pentru @ = 0:
s(w?) = 8(0)+w—2(d8(w22)} + (@) [dzg(zwzz)] +ot ()" (dkg(zai)] +
' do =0 2 (do™)” ) _, k! (do™)" ) _,
3)

in care £(0)=0. Pentru indeplinirea conditiei de tip maximum plat in banda de trecere, este

necesar ca un numar cat mai mare din termenii dezvoltarii in serie sa fie nuli. Din relatia (2) se
constatd ca derivatele erorii si ale patratului amplificarii difera doar prin semn. Prin urmare, se
impune conditia ca un numar cat mai mare de derivate ale patratului amplificarii sa se anuleze,
pentru @ = 0. Pornind de la relatia (1), patratul amplificarii se poate pune sub forma

A?(@0%) =1+ (¢ —d)@? +[(c — dy) - dy(cy — dy) ™ +.. (4)
si rezulta ca
[dg(a)z)

a?a)2

) Do . .| d 28(602)
=(c; —d;), deci anularea acestei derivate implicd ¢; =d;; apoi | ————~ =
=0 =0

(do*)?
=(cy —dy)—d(cy —d,), deci anularea si a acestei derivate implicd ¢, = d,, etc.
Deci, patratul amplificarii, 4%(w), satisface conditia de maximum plat daca

Clzdl;CZ :dz;...;cm:dm (5)

Daca sunt valabile relatiile (5) si se defineste polinomul
A, (0°) =1+ djo? + dyoo* + ...+ d, ™" (6)

atunci conditia de maximum plat este ca expresia (1) sa fie sub forma
2

NV A, (@

H(jof = 42(@?)=— @) __ ™
A, (07)+c,0

Filtrul Butterworth

Cazul cel mai important al filtrelor de tip maximum plat se obtine punand:
Ay (@) =1, ®)

adica numaratorul functiei de transfer este egal cu 1. Daca, in plus, ¢, = 1, atunci patratul
amplificarii are expresia

(o) = 42 (jo) = —— ©)
l+w

iar filtrul care se obtine se numeste filtru Butterworth.
Amplificarea in dB a filtrului Butterwoth este



=—10log(1+ @*") (10)

Agp =20log|H (jw)|=10log ! 5
1+ o™

Deoarece caracteristica se considera 1n raport cu frecventa normata (cand pulsatia de taiere se
considera unitard), in zona de trecere avem:

Ayp =—10log(1+ @)= -10log(1) =0; @ <I; (8)
iar in zona de blocare
Agp =—10log(1+ @)= -10log(w®") =—20nlogw; w>1; 9)
Deci, caracteristica de frecventa are, in zona de blocare, o pantd egala cu -20.n dB/dec.
Forma caracteristicii 4%(w) este data in Fig. 2, pentru diferite valori ale ordinului # al filtrului.

Aceste caracteristici sunt obtinute cu
programul Matlab alaturat.

/PTJ ideal
1 & clear all;close all;
- om=0:0.01:2;M=1ength(om);
}s A 5 for k=2:2:8
08 S for i=1:M
= )\\\ Ap(i)=1/(1+om(i)(2*K)):
06 =6 end

plot(om,Ap);hold on;
end

0.4 N grid;
\

axis(J[O 2 0 1.2])
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Fig.2 Forma caracteristicii patratului amplificarii
filtrului Butterworth, la diferite valori ale ordinului 7

Proiectarea filtrului Butterworth

Datele de proiectare sunt furnizate prin gabaritul impus fitrului, care include
performantele pe care trebuie sa le realizeze filtrul. In fig. 3 se ilustreazd gabaritul filtrului,
definit prin 4 parametri: doua frecvente, w, $i wj, situate la stdnga si la dreapta frecventei de
taiere w, = 1 (de regula, la distante foarte mici), si amplificdrile in dB corespunzatoare acestor
frecvente (Ay si A,). Caracteristica de frecventd a filtrului trebuie sa se ,,strecoare” prin canalul
nelnegrit din Fig. 3.

Pasii de proiectare a filtrului Butterworth sunt urmatorii:
1. Determinarea ordinului » al filtrului, in functie de cei 4 parametri de gabarit. Utilizand
relatia (9) pentru frecventele, w, si @, se obtine:

Ay =—10log(1+ o™ (11)
de unde rezulta
w2 =107 110 _ (12)
sau
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Fig. 3 Gabaritul impus la proiectarea filtrului Butterworth
ol =107 110 _y (13)

4, =—-10log(1+ w?") (14)

In mod similar,

de unde se obtine
wp" =104 10 _y (15)

off =107 /10 _1 (16)

Facand raportul relatiilor (16) si (13), rezulta

n -4, /10
(%j _ [l /10 _y an
@, 1074 110 _1

sau

Daca se noteaza:

Wp
krp=—2 18
U (18)
si
-4,,/10
/ 10 “m™ " —1
kyeo|————— (19)
atunci relatia (17) devine
kK =k, (20)
si rezulta
S Ink, 21
In kf

Ordinul filtrului se considera valoarea intreagd superioard cea mai apropiata de raportul
Ink,/Ink,.



2 Deducerea functiei de transfer a filtrului.
Filtrul Butterworth de ordinul » are functia de transfer de forma:

1 1
H(s)= = 7 p
B(8) 1+ais+ays” +..+a,s
Deci, patratul amplificarii filtrului este

|H(jo)|* = H(jo).H(-jo)= H(s)H(-s)| _, =

$=J® " P (s)B,(-s)

Pe de altd parte, filtrul Butterworth se defineste prin relatia (9), adica
1 1

NV
H(jo)" = =
Din relatiile (23) si (24), rezulta
1 B 1
- =
BB,z 1+ (=D,

deci, radacinile polinoamelor B,(s)si B,(—s)sunt radacinile ecuatiei algebrice

1+(=1)"s2"=0

sau (—1)'s%" =—1
Ecuatia (27) se mai poate scrie sub forma
(e—jﬂ)nSZn _ ej(2k+1)7r
sau
S2n :ej(2k+1+n)7r

vvvvv

2k+1+n
T

J
sp=e 2n k=0,1,2..2n-1

Se constata ca toate radacinile au modulul unitar, iar argumentele sunt

1
By (), (=s)

Fig. 4 Constelatia polilor functiei

pentru un filtru de ordinul 2
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_ 2k+1+n

2n
Din cele 2n radacini situate pe cercul unitar, n sunt situate in semiplanul stang si sunt
zerourile polinomului B,(s), iar restul de » rddicini, din semiplanul drept, sunt zerourile

o k=0,1,2..2n—1 (31)

polinomului P, (-s) . Fireste, intereseazd radacinile din semiplanul sting, care sunt polii functiei
de transfer H(s).
. . . . 1 5 , 5
Fie cazul n=2. Constelatia polilor functiet ————— —, dedusa cu relatia (31), este data
Pn (S)Pn (_S)
in Fig. 4. De aici se selecteaza polii functiei de transfer H(s), care sunt s¢ $i 5.

Cazul n=3 este ilustrat in Fig. 5. Si aici se selecteaza polii functiei de transfer H(s), care
sunt situati in semiplanul stang: so, 51 §1 $2.

1
By ()B,(=s)

Fig. 5 Constelatia polilor functiei pentru un filtru de ordinul 3

Cunoscand polii filtrului, s, sy,...,5,_1, st stiind ca amplificarea la frecventa nula este
unitard, H(0) =1, se obtine forma functiei de transfer a filtrului Butterworth:

1 (=sp)(=sp)--(=5,_1)

H(s)= = (32)
By(s)  (s—s0)(s—s1)...(s = 5,_1)
Intrucat polii sunt situati pe cercul unitar, rezulti intotdeauna c
(=s0)(=s)---(=8,-1) =1 (33)
Deci functia de transfer a filtrului Butterworth este
H(s)= ! 1 (34)

(s =50)(s =51)--.(s = 8,-1) 1+als+a2s2 +.t an_lsn_l +s"

3. Ajustarea parametrilor functiei de transfer, astfel incat sa se obtina pulatia de taiere
o, impusa in aplicatie.
Asa cum s-a aratat, functia de transfer (20) s-a obtinut in conditiile cand pulsatia @ este, de
fapt, pulsatia raportata w/w, , astfel incat pulsatia de taiere a FTJ normat este egala cu 1.
Réspunsul la frecventa aferentd functiei de transfer (34) este:



1

H(jo) = . — (35)
l+ajo+ay(jo) +..+a, (jo)  +(jo)
In aceasta expresie se Inlocuieste @ prin w/w;:
: 1
H(jo) =~ T (36)
l+ayj—+ay(j—) +.ta, (G +(G )"
@y @y @y @y
sau
. 1
H(jo) = — (37)
1+=L(jo)+—3 (jo)* +.. - (jo)"™ +— (jo)"
@y ; w; w;
Inlocuid jw prin s, se obtine functia de transfer a filtrului care realizeaza pulsatia de taiere w;:
. 1
H(jo) = > — (38)
l+&s+&s” +...+&_1s°  +4&s
unde
ai . 1
&=—"L, i=12,..,n-1;, & =— (39)
@, o

4. Discretizarea functiei de transfer
In cazul impementarii numerice a filtrului, functia de transfer (38) se discretizeaza cu functia
Matlab c2d, obtinandu-se:

H(z)= B+ Piz+Poz> 4.+ B,

5 (40)
Qy taz+arz” +..+a,z"

Daci se imparte numaratorul si numitorul cu «,,z" , se obtine

-1 -2 -n

+ + ..+ ; ;

H(z)= 02 lnsl2 T Tn2” 0 5 =i=01 Ly =101 (41)
140,12z  +0,,_pz “+..+0)z ap

si rezultd ecuatia in diferente intrare-iesire:

ap

Wi = =6, Wi =1]= 6, )i = 2] =...= Soyli — n]+ yulil + ypquli =11+, ouli = 2]+...+ youli —n]
(42)
unde y[i] este iesirea filtrului iar u[i] este intrarea filtrului.

Aplicatie Sa se realizeze programul Matlab prin care se sintetizeaza un filtru Butterworth
de un ordin oarecare, n. Si se obtina filtrul de ordinul n = 4, cu pulsatia de tiiere w,= 100 s,
precum si varianta discretizata, cu perioada de esantionare 7, = 0.001 s.

Programul Matlab este:
clear all; close all;
% ordinul Ffiltrului
n=4;
% pulsatia reala din aplicatie si parametrul eps
wt=100;eps=0.2;
% calculul constelatiei polilor
fi2=log(sqgrt(1/eps™2+1)+1/eps)/n;
for k=1:n,



re(k)=-sinh(fi2)*sin((2*(k-1)+1)/(2*n)*pi);
imag(k)=cosh(fi2)*cos((2*(k-1)+1)/(2*n)*pi);
s(K)=re(k)+i*imag(k);
end;
% eliminarea partii reziduale imaginare (rezultate din erorile
% de rotunjire) a polilor reali
s=1e6*s;s=round(s);s=s/1e6;
% definirea functiei de transfer a filtrului cu pulsatie de
% tailere unitara si trasarea caracteristicii Bode
k=abs(real (prod(s(1:n))));
sys=zpk([1,s.,k);
sys=tf(sys)
[m,p,w]=bode(sys);
mdb=20*1oglo(m(1,:));
figure(l)
semilogx(w,mdb);hold on;axis([0.01 1000 -80 10]);
% ajustarea parametrilor functiei de transfer, pentru obtinerea
% pulsatiei de taiere din aplicatie
[num,den]=tfdata(sys, "Vv");
for i1=1:n,
al=1/wtr(n-i+l);
denl(i)=den(i)*al;
end;
denl(n+1l)=den(n+1);
sysl=tf(num,denl)
% trasarea caracteristicii Bode
w=0.1:0.1:10000;
[m,p]=bode(sysl,w);
mdb=20*1og10(m(1,:));
semilogx(w,mdb) ;grid;hold off;
% deducerea functiilor indiciale
figure(2);
t=[0:0.001:30];
step(sysl,t);
axis([O0 0.3 0 1.3]);grid;
figure(3);
% discretizarea functiei de transfer si trasarea caracteristicli
% Bode
sysld=c2d(sysl,0.001, “"tustin®);
figure(3d);
[mid,pld,wd]=bode(syslid);
mlddb=20*1og10(m1d(1,:));
semi logx(wd,mlddb);grid;axis([1 1000 -80 10]);

Principalele rezultate obtinute de program sunt:

- caracteristicile Bode pentru FTJ normat (1) si pentru FTJ cu frecventa de taiere o, = 100
rad/s (2) (fig. 6). Se observa cd in zona de blocare, panta caracteristicii de amplificare este de
—80[dB/ dec];
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Fig. 6. Caracteristicile Bode pentru FTJ Butterworth normat (1) si pentru FTJ cu frecventa de taiere
o= 100 rad/s (2)

- functia de transfer a filtrului normalizat:

H(s)= !

s¥ 426135 + 341482 +2613s + 1

- functia de transfer a FTJ cu pulsatia de tdiere din aplicatie:

1
H(s)=——5— 6 3 2
10 ° s7 + 2.613.10 ~ s~ + 0.0003414 s° +0.02613s+1

- functia de transfer a filtrului discretizat, cu 7, = 1072 s:

5.485.107%2%42.194.107°23+3.291.10 22+ 2.194.10 2 + 5.485.10°
24373923 4 525223281z + 0.7701

H(z)=

Filtre Cebasev

Aproximarea caracteristicii ideale la filtrele Cebasev se realizeaza astfel, incat eroarea de
aproximare este limitatd la o valoare maxima, fie in zona de trecere — la filtrele de tip Cebasev
1, fie in zona de blocare — la filtrele de tip Cebasev 2.

La filtrul de tip Cebasev 1, amplificarea are un riplu (o oscilatie) in zona de trecere, astfel
incat amplitudinea acestei oscilatii este constantd si egald cu eroarea maxima de aproximare in
zona respectiva. In zona de blocare, caracteristica de amplificare este monotona.

La filtrul de tip Cebasev 2, amplificarea are un riplu de amplitudine maxima constantd in
zona de blocare, iar In zona de trecere variatia amplificarii este monotona.

In cazul unui filtru Cebdsev 1, partatul amplificarii are expresia

H(jo)f = 42 (o) =——

R 43
1+£2.C3(w) )



unde ¢ este un parametru subunitar, iar C,(@) este polinomul Cebasev de ordinul n. Polinoamele
Cebasev se pot genera prin relatia recursiva

Cpi1(@) =2.0C,(0) - G,y (@) (44)
cu initializarea: Co=1; C;=w
Polinoamele Cebasev pot fi definite si prin relatiile:

cos(n.arccosw) pentru 0<w<1

Cp(w)= (45)
ch(n.argchw) pentru o>1

Notand
@ =arccosw pentru 0<w<l si @=argchw pentru w>1 (46)
relatia (45) se poate scrie

cos(n.@) pentru 0<w<l1

C,(w)= (47)
ch(n.@) pentru w>1

In Fig. 7 este data variatia patratului amplificarii filtrului, la ¢ = 0.3, pentru ordinele n =
2,3,4 51 5, iar in fig. 8 este datd aceeasi caracteristica, pentru ¢ = 0.1. Se observa ca prin reducerea
lui ¢ este afectata panta caracteristicii in banda de blocare. Pentru cazul cand ¢ = 0.1, in fig. 9
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Fig.7 Caracteristica patratului amplificarii la & = 0.3 Fig.8 Caracteristica patratului amplificérii la ¢ = 0.1

prezintd un zoom 1n zona de trecere a caracteristicii. Se constatd cd, in banda de trecere,
amplificarea are un riplu, a carei amplitudine este determinata de parametrul ¢.
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Fig.9 Caracteristica patratului amplificarii la ¢ = 0.1 (zoom)

In cazul unui filtru Cebdsev 2, partatul amplificarii are expresia

H(jo)" = 4%(jo) =

gz.C,% [lj
®

1+ gz.C,f (lj
®

(48)

In Fig. 10 este data variatia patratului amplificarii filtrului, la ¢ = 0.25, pentru ordinele n
=2,3,4,5s1 6, iar in fig. 11 se prezintd un zoom in zona de blocare a caracteristicii

Toate caracteristicile prezentate pentru filtrele Cebasev 1 si Cebasev 2 se obtin cu

programul Matlab dat in continuare.
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ol A

04l /&Y\\\‘/

MR

% 0.5 X\\i&@w 2 2?%3

Fig.10 Caracteristica patratului amplificarii pentru filtrul Cebasev 2 la ¢ = 0.3
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Fig.11 Zoom la caracteristica din fig. 10

clear all;close all;
om=0:0.01:3;M=0length(om);eps=0.25;
C(1,:)=ones(1,M);C1(1,:)=0ones(1,M);
for i=1:M
C(2,1)=om(i);
C1(2,1)=1/om(i);
end
for k=2:6
for i=1:M
C(k+1,1)=2*om(i)*C(k,i)-C(k-1,1);
Cl(k+1,1)=2*(1/om(i))*C1(k,1)-C1(k-1,1);
Ap(1)=1/(1+eps™2*C(k+1,1)"2);
Apl(i)=eps"2*C1l(k+1,1)"2/(1+eps™2*CLl(k+1,1)"2);
end
figure(l);plot(om,Ap);hold on;grid;axis([0 2 0 1.2])
figure(2);plot(om,Apl);hold on;grid;axis([O 3 0 1.2])
end

In cele ce urmeaza se va analiza numai filtrul Cebasev 1 (filtrul Cebasev 2 se trateaza in
mod similar).

Avand in vedere expresia (43) a patratului amplificarii, eroarea de aproximare in banda de
trecere este

2.2
.2 e Cl(w
1-|H o) =St (49)
1+ &°C; (w)
iar eroarea maxima este
P 2
s (50)
l+¢
Amplificarea in banda de blocare este
Ay = 201og|H (jo)| = —101og(1 + gz.c,f(a))) (51)

si, deoarece, pentru @[] 1, se poate considera gz.C,% ()l 1,



Ayp U —-20loge—20log C,, (@)

Prin urmare, pentru @[ 1, rezulta C, (@) 0 2" Lo si deci
Az —20loge—6(n—1)—-20.n.logw (52)
Panta caracteristicii de amplificare este de —20[dB / dec], la fel ca la filtrul Butterworth,
insd temenul —20log & —6(n—1) face ca in zona de taiere caracteristica filtrului Cebasev sa fie
mai avantajoasa (asa cum se va arata in cele ce urmeaza).



