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Fig. 25 Caracteristica Bode 4;z(®) a filtrului de ordinul 2



6.1 Filtrul de ordinul 2 cu timp discret
Ecuatia intrare-iesire a sistemului de ordinul doi este

y(k)=ayy(k=1)+apy(k —2) +bu(k —1) + byu(k —2) (66)

la care corespunde functia de transfer

-1 -2
A z +byz
Im H(z) = (67)
1- aiz —apz
Ca si 1n cazul sistemului cu timp continuu, polii
D “pl se considerd a fi complecsi conjugati. Fie z,; »
polii sistemului, reprezentati in fig.26:
:2 9 Re _ +j6
> Iplp=p-e (68)
Se va considera cazul simplu, cand
sistemul nu are zerouri, si deci by =0. Functia
de transfer se poate pune sub forma :
byz 2
Fig. 26 Polii filtrului de ordinul 2 H ( Z) = 2 =
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Réspunsul la frecventa este:
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si rezulta caracteristicile de amplificare si de faza :
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Fig. 27 Caracteristica de frecventd a unui sistem de ordinul 2 cu timp discret



by

A(w)=
\/1+p2—2p-cos(a)Te—0)\/l+p2—2p-c0s(a)Te+t9) (71

p-sin(@T, —6) p-sin(@T, +6)

w)=-wT, —arct —arct
o(@) ¢ g1—,0-<sos(aoTe—¢9) gl—p-cos(wTe+6’) (72)
Amplificarea A(w) are valoarea maximi la w7, =9, adicila 0 =6/T, :
0 by
Amax :A(_]: 73
I, (l—p)\/l+p2—2p-cos29 (73)

Caracteristica de amplificare este reprezentata in fig.27. Se constatd cd pe masura ce
p se apropie de valoarea unitara, adica polii se apropie de cercul unitar, caracteristica de
frecventd devine mai selectiva in jurul frecventei /7, (aici 0 este argumentul lui z
(fig.26).
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polii unui sistem de ordinul doi cu timp continuu.

Corespondenta cu polii z,; 5 ai sistemului de ordinul doi cu timp discret (fig.28) este

data de relatia:

~Ew, * jo,\1-E )Te .
Zpl,2 = pl’zTe 26( :p.ei—ﬂg (74)
unde

p=exp(~¢ao,T,), = w\1-& T, (75)
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Fig. 28 Corespondenta polilor in planurile “s” si “z”



Se pune problema determinarii traiectoriei C, a polului z,; in planul °z’, atunci cand

polul p; se deplaseaza in planul “s” sub o traiectoriebe C, data.

Daca & = 5* = const, deplasarea polului p; in planul ‘s’ are loc pe deapta C;?

. - . * * .
(fig.29), determinatd de unghiul ¢ =arccosg = const. In acest caz, polul z,,; este situat

%

*
pe curba Cf ale carei puncte au modulul £ ZCXP(—f a)Te) si argumentul

19*((0) = wn\/1—§*2 . Pentru polii pl(l) , pl(z), pl(s)din planul “s”, aferenti pulsatiilor
1 2 1 2

g )l 0,404 4] o
planul “z”, raspunsurile la semnal treaptd (raspunsurile indiciale) sunt reprezentate in
fig.29. Intrucat &=&=const., depdsirea (suprareglarea) s raméne constantd, fiind
determinatd univoc de & (v. rel. (58)), iar forma raspunsului se pastreaza, cu deosebirea ca
timpul de raspuns se reduce atunci cind pulsatia naturala @, creste.

naturale @ , s la care crespund polii z

ES
In continuare, se va considera @, =, =const., deci polul p; se va deplasa pe

cercul C,“" de razd w, (fig. 30). Polilor pl(i),i =1,2,3, situati pe acest cerc, le corespund
(1)
prl°

1 2
polilor pl( ), pl( ), p1(3) sunt date in fig.30.

in planul ‘z’ polii zy{,i=12,3 aflati pe curba C.“”. Raspunsurile indiciale aferente
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Fig. 29 Locul geometric al unui pol la £ = const.

Valorile modulului i argumentului unui pol din planul ‘z’ se calculeazd cu
relatiile:

pl(§)=exp(-£0" L), O (g)=0" 121, (76)

Curbele CZ‘f si C,7, care reprezintd locurile geometrice ale polului z,;,
parametrizate in raport cu ¢ si, respectiv cu @,, sunt date in fig.31.
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Fig. 31 Locurile geometrice ale unui pol la &= const. si la @, = const.,
pentru un sistem numeric de ordinul doi
Aplicatie : Filtrul rejector de ordinul 2
Fie filtrul de ordinul 2 la limitd cauzal
-1 -2
l+bz  +byz
H(z)= 1 ) (77)
l-aiz " —ayz
care are doud zerouri pe cercul unitar, definite prin argumentul 6,
;6
z10 =1/ (78)

si doi poli definiti prin acelasi argument, 6, si de modulul p subunitar, dar apropiat de
valoarea unitara :
+j0

Zplp=p-e /
Diagrama poli - zerouri a filtrului este data in fig. 32
Functia de transfer (77) se poate pune sub forma :

(79)
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Fig. 32 Distributia poli-zerouri a filtrului rejector
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Réspunsul la frecventa este:

H(e/'a’Te)= [l—cos(coTe—9)+jsin(a)7;—6’)][]—005(@7; +6’)+jsin(a)Te +6’)] .
[1—p-cos(w72—49)+jp-sin(a)Te—9)][l—p-cos(a)Te+t9)+j,0-sin(a)Te+z9)] (81)
si rezulta caracteristica de amplificare

B \/2—2cos(a)Te—6’)\/2—2cos(a)Te+6’)
\/l+p2 —2p~cos(a)Te—6’)\/l+p2 —2p-cos(a)Te +9)

A(w) (82)

Se observi ca pentru @Te=0 si pentru @1e= - 0, rezulta A(w)=0.
Frecventa la care amplificarea este nula este w,=6/7,. Selectivitatea
carecteristicii de frecventa poate fi ajustatd cu parametrul p.

Exemplu Fie doud filtre rejectoare, ambele cu § = 7/6, insd care au p = 0.8,
respectiv p = 0.95. Programul Matlab care genereaza aceste filtre si care le traseaza
caracteristicile Bode este dat in continuare. In fig. 33 sunt reprezentate aceste
caracteristici : 1 — pentru p = 0.8 si 2 — pentru p = 0.95.
clear all;close all;
tet=pi/6;
zl=exp(i*tet);z2=exp(-i*tet);
z=[z1 z2];
ro=0.8;
pl=ro*exp(i*tet);p2=ro*exp(-i*tet);
p=Lpl p2];



Bode Diagram
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0.95
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[, ca de exemplu:
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Fig. 33 Caracteristici Bode ale filtrului rejector
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7. Derivatorul la limita cauzal si derivatorul cauzal
punzdtoare unui sistem cel pu

Realizarea efectivd a unui derivator cu timp continuu implica utilizarea unei

b

functii de transfer cores
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Fig. 34 Schema echivalenta a unui derivator la limitd cauzal

astfel incat derivatorul se poate prezenta prin schema bloc din fig. 34. Daca la intrarea
u(t) se aplica o treapta unitard, atunci y;(¢) va avea forma unei trepte de amplitudine 7,/7,
iar y,(f) este raspunsul unui filtru de ordinul 1 cu coeficientul de amplificare 7,/7T si
constanta de timp 7, de valoare redusa (comparativ cu 7). In fig. 35 se prezintd raspunsul
¥(?), avand in vedere faptul ca y(f) = yi1(¢)-y2(?). Se observa ca atunci cand 7 — 0, adica
derivatorul la limitd cauzal tinde spre derivatorul ideal, semnalul y(7) tinde spre impulsul
Dirac &(¢) (amplitudinea tinde spre infinit, iar durata tinde spre zero).

Réspunsul la frecventa este

- Iyjo
H(jo)=—""—
(jor =220 (35)
iar amplificarea In dB este
Au (t)
1
t
A 1(1).320,3(0)
I;/T
ZL
Fig. 35 Raspunsul indicial al derivatorului la limita cauzal
Agp =20log|T; jo|+ 2010
B g|Tyjol < (86)

adica suma amplificarilor in dB aferente unui derivator ideal si unui filtru de ordinul 1 cu
coeficient static K=1 si constanta de timp 7. In fig. 36 cele 2 caracteristici sunt
reprezentate cu linie intrerupd. Suma lor reprezintd caracteristica asimptoticd a



derivatorului la limitd cauzal. Este datd si caracteristica corectatd in jurul pulsatiei de
frangere, precum si caracteristica de faza

jcio+1 =arg(Ty jo)-arg(Tjw+1)=x/2—arctg(Tw) (87)

Se constata ca proprietdtile de derivare se manifestd numai in banda de frecventa
[0, 1/T], unde panta caracteristicii Bode este de +20dB/dec. La frecvente w >1/T, sistemul
se comportd ca un element cu actiune proportionald. De reguld, semnalele sunt
contaminate de zgomot, iar componentele spectrale ale zgomotului se afld in zona de
inalta frecventa. Din acest motiv, este util ca pentru w >1/T, sistemul sd se comporte ca
un filtru trece jos, adica sa aiba o amplificare scazatoare cu frecventa.
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Fig. 36 Caracteristicile Bode ale derivatorului la limita cauzal

Pentru aceasta, caracteristica asimptoticd A;p(w)se alege de forma celei din Fig. 37, in

care pulsatia de fringere 1/7; poate sd coincidd cu 1/7. Functia de transfer a unui
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Fig. 37 Caracteristica Bode asimptotica a derivatorului strict cauzal

asemenea sistem este:
Tys
H(s)= d (88)
(Ts+D)(Tis+1)
unde constanta de timp 7) introduce pulsatia de frangere 1/7; in caracteristica de

frecventa. Sistemul cu functia de transfer (88) este un derivator strict cauzal.



