CURS 1
Sisteme (filtre) elementare

1. Introducere

Un echipament electronic de procesare a semnalelor include un ansamblu de
subsisteme interconectate. Aceste subsisteme sunt definite prin functii de transfer
elementare, in sensul ca acestea nu se pot descompune in functii de transfer mai
simple. Ele numite sisteme fundamentale sau, adesea, filtre elementare (denumire
utilizatd numai in electronicd).

Clasificarea sistemelor (filtrelor) elementare se face dupd forma modelului
matematic care leaga mdarimile de intrare si de iesire. O bunda cunoastere a acestor
elemente este esentiala in analiza si sinteza sistemelor de procesare a semnalelor.

Pentru subsistemele prezentate In continuare se vor specifica : ecuatia intrare-iesire ;
raspunsul la impuls si functia indiciald, functia de transfer si distributia poli-zerouri ;
raspunsul la frecventa si expresiile amplificarii si defazajului ; caracteristicile Nyquist si
Bode.

Subsistemele liniare fundamentale se prezintd distinct pentru cazurile : timp continuu
si, respectiv, timp discret.

2 Sistemul ideal cu actiune proportionala (amplificatorul ideal)
Relatia intrare-iesire este de forma

y(t)=K-u(t), (1)
pentru cazul : timp continuu, si
y(k):K-u(k), (2)

pentru timp discret. Parametrul K se numeste coeficient static de amplificare.
Functiile de transfer sunt

H(s)=K - timp continuu, respectiv H (z)=K - timp discret (3)
Raspunsul la semnal treapta al unui element (amplificator) ideal este prezentat in Fig. 1.
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Fig. 1 Raspunsul la semnal treapta al unui element (amplificator) ideal :
a— timp continuu : b — timn discret



Se constata ca se reproduce la iesire, fara dinamica, forma semnalului de intrare, prin
intermediul constantei (coeficientului de amplificare) K.

Caracteristicile de frecventa pentru cazul timp continuu sunt ilustrate in Fig. 2.
Amplificarea in dB este :

R Ay = iOlog|H( jo)
J 2010g "
p(o)=argH(jw)=0
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Fig. 2. Caracteristicile Nyquist (a) si Bode (b) ale elementului proportional ideal

Agp (@) =20.1og|H(jw)|=20.10gK , (4)
iar faza
p(w) =arg H(jw)=0 )
Atunci cand timpul este discret, pulsatia  este limitatd superior la limita Shannon :
Ws= /2 (6)

3 Linia de intarziere ideala
3.1 Cazul timpului continuu
1 - Ecuatia intrare-iesire este

y(t)=u(t-7) ™

unde 7 este intarzierea.

2 - Raspunsul la semnal treaptd este prezentat in Fig. 3. Semnalul aplicat la intrare
este reprodus la iesire cu intarzierea 7.
3. Functia de transfer se obtine aplicand

4 u() transformata Laplace ecuatiei (7):
: t Y(s)=U(s)-e"
> de unde rezulta
A () H(S) =e ©° 3
V=== 4. Raspunsul la frecventa este
. > H(jo)=e ©)

Fig. 3 Raspunsul la semnal treaptd al unei liniide e ynde se obtin:
intarziere ideale ’



- caracteristica de amplificare

A(o)=|H (jo) =|e"

=1; Az =20.logA=0 (10)

- caracteristica de fazi p(w)=argH (jo)=-or. (11)

Caracteristicile Nyquist (locul de transfer) si Bode sunt prezentate in Fig. 4. Locul de
transfer este un cerc, deoarece A (a)) =1si (o(a)) este variabla. In diagramele Bode, unde
pulsatia din abscisd este in scard logaritmicd, caracteristica de amplificare este nula,
Az =20 logA(a)) =0, iar caracteristica de faza este liniara In raport cu logw, insa este
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Fig. 4 Linia de intarziere ideala - cazul timp continuu :caracteristica Nyquist (a), caracteristicile Bode (b)

neliniara in raport cu .

Observatie. Dintre elementele fundamentale, linia de Intarziere cu timp continuu este
singurul element cu functie de transfer nerationala (exponentiald). Toate celelalte
elemente (filtre) elementare au functia de transfer rationala, adicd functia de transfer este
un raport de polinoame in s, in care gradul numaratorului este inferior sau la limita egal
cu cel al numitorului (pentru sistemele strict cauzale, respectiv sisteme la limitd cauzale).
Pentru a aproxima functia de transfer exponentiala cu o functie de transfer rationala, se
scrie expresia (8) soub forma:

2
_E 1_ST+1(ST) —
e 2 2 21
H(S): ST ) st 1 sz'2
e2 1+—+—] =
2 2102

Daca se utilizeaza primii doi termen din dezvoltarile in serie, se obtine

(12)

H(S)E 2—7s8

(13)

2+7S

Daca se utilizeaza 3 termeni, atunci



- 8—4zs+172s>

H(s) (14)

8+4z‘s+z‘2s2

Functiile de transfer (13), (14) formeaza seria Padé, pentru aproximarea functiei de
transfer (8).

Utilizarea mediului Matlab. Aproximarea prin serie Padé se realizeaza cu functia
pade(tau,n), in care tau este intarzierea, iar N — ordiunul functiei de transfer
rationale.

Exemplu de utilizare:
tau=0.5; n=4; [num,den]=pade(tau,n); sys=tf(num,den)

Transfer function:

s™M — 40s"3 + 720s"2 — 67205 + 2.688004
s™M + 40s"3 + 72052 + 6720s + 2.688004

3.2 Cazul : timp discret
Ecuatia intrare-iesire este

v(k)=u(k-k;) (15)

unde k. este un parametru intrg, reprezentdnd Intarzierea exprimatd In numar de pasi de
esantionare.

Y(z)=z % U(z)
de unde se obtine functia de transfer :

A Alw)
: H(z)=z (16)
1 i
! Raspunsul la frecventa este
| o (lin. : _
; =( ) H(e]a)Te):e JoksTe (17)
ON
A 0() i din care rezultd caracteristicile de frecventa :
E w A(a))=H(ejC"Te) =1;
i (lin.)
A i p(w)= argH(e_JwTe ) =-wk,T,; (18)
Fig. 5 Caracteristicile de frecventa ale 1
liniei de intarziere cu timp discret 0<w< 5 w,

In Fig. 5 sunt date caracteristicile A(w) si ¢(®), unde pulsatia s-a considerat in
scara liniara

4. Integratorul
4.1 Cazul integratorului cu timpul continuu
Ecuatia intrare-iesire a unui integrator ideal este



y(t):kviu(f)df:_yu(f)df (19)

unde : T este constanta de timp de integrare [s], k, =1/T - coeficientul de vitezd [s'].

- Raspunsul la impuls si functia indiciald sunt prezentate in fig. 6. Se observa ca
intergatorul cu ecuatia (19) transforma impulsul Dirac intr-o treaptd de amplitudine k,, iar
treapta unitard este transformata intr-un semnal de tip rampa, cu panta k..
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Fig. 6 Raspunsul la impuls (a) si raspunsul indicial (b) ale
unui integrator

- Functia de transfer se obtine aplicand transformata Laplace ecuatiei (19), In conditii
initiale nule:

Y(s)=k, lU(s) =llU(s)
S T s
de unde rezulta
1
H(s)=Y=— 20
(5)="r=2 (20)
Se obseva ca integratorul introduce un pol in originea planului “s”.

- Raspunsul la frecventa,
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Fig. 7 Caracteristicile Nyquist (a) si Bode (b) ale unui integrator



conduce la expresiile amplificarii si defazajului :
A o) :5; Ayp =20log k,, —20log
@

/4
plw)=—7

Caracteristicile Nyquist si Bode sunt date in fig.7. Se observa din relatia (21) ca
raspunsul la frecventd este mereu imaginar negativ, deci locul de transfer coincide cu
semiaxa negativa imaginara. Atunci cand @ — 0, raspunsul la frecventa tinde spre —j .

In diagramele Bode (unde in abscisa avem logw), caracteristica amplificarii in dB
variaza liniar cu logw (v. rel. (22)), cu panta de — 20 dB/dec. Taietura la abscisa se
obtine la w=k,=1/T. Deci, caracteristica A45(w) a integratorului este o dreapta cu panta
de de — 20 dB/dec si taietura la abscisa egalia cu k,=1/T. Caracteristica de defazaj este de
—n/2, la orice frecventa.

(22)

4.2 Cazul integratorului cu timp discret.
Ecuatia intrare-iesire. In expresia (19) se adopta timpul discret ¢ = kT, v (T, este
perioada de esantionare) si se considerd, pentru simpliate, k, =1. Mdrimea de iesire la
momentul discret k7, se obtine din (19) sub forma:

KT,
y(kT)=y[(k-D)T, ]+ [ wu(z)dr (23)
(k-1)7,

Daca se aplica cea mai simpla metoda de integrare — metoda dreptunghiurilor — se
obtin ecuatiile:

y(kT,) = y[(k-1)T, ]+ Tou[ (k-1)T,] (24)

y(kT,) = y[(k=1)T, |+ T,u[kT,] (25)
dupa tipul de aproximare adoptat. In cele ce urmeaza se va admite ecuatia (24), care se va
scrie mai simplu :

y(k)=y(k=1)+Tu(k-1) (26)
Functia de transfer rezulta prin aplicarea transformatei z ecuatiei (26):
-1
T T
H(z)=——=—¢ (27)
1-z71 z-1

Se constatd cd integratorul cu timp discret are un pol pe cercul unitar, la z, =1.

Raspunsul la frecventa este

; T
H(efwTe ) __fe (28)
e/?le _1

si se poate pune sub forma,



JjoT, _JjoT,

H () = 2 ke T Te 7 1 )
jol, ( joT, JjoT, Jjol,  _jol, 2j .ol
e?2 |e? —e 2 hile? —e 2 o
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Din aceasta expresie se deduc caracteristicile de amplificare si de defazaj :

A(a)) =‘H(eja)Te ) =£.;
2 sinw—Te o,
; OSwSTe (30)
; T
= H( ]a)Te):_ﬁ__CUe 4
p(w)=argH (e ST,
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Fig. 8 Caracteristicile de frecventa ale integratorului cu timp discret (a) si cu timp
continuu (b)

Cele doua caracteristici de frecventa, cu w in scara liniard, sunt reprezentate in fig.8.a.
Daca se compard caracteristicile de frecventa (30) ale integratorului cu timp discret (27)
cu caracteristicile :

A(w)=1w, p(0)=-x/2 (31)
ale integratorului ideal cu timp continuu (v. fig. 8.b), se constatd ca, prin discretizarea
timpului, se introduc erori importante, dupa cum urmeaza :

- caracteristica de amplificare tinde spre zero, cand @ — oo, la integratorul cu timp
continuu, pe cand caracteristica de amplificare a integratorului cu timp discret
tinde spre 7,/2, atunci cand o atinge valoarea limitd og =w, /2 ;

- caracteristica de fazd este constantd, la valoarea —7/2, la integratorul ideal cu
timp continuu, pe cand, la integratorul cu timp discret, faza variaza liniar de la
-rf2la 1.

Deci, diferentele pot fi importante, in special la caracteristica de faza. Aceste
erori pot fi considerate ca fiind acceptabile numai la valori reduse ale pulsatiei @, cu alte



cuvinte — numai dacd domeniul spectral al semnalului integrat este situat in zona de joasa
frecventd a benzii de frecventa a integratorului (frecventa maxima din spectrul
semnalului de intrare se considerd mult mai mica decat frecventa Shannon). Pentru valori

mici ale pulsatiei o, relatiile (30) devin :

2 2 (32)

deci integratorul cu timp discret (27) are proprietati foarte apropiate de cele ale
integratorului ideal cu timp continuu.



