Curs 2
Recapitulare
Integratorul

4.1 Cazul integratorului cu timpul continuu
t 11
Ecuatia intrare-iesire y(t)=k,Ju(r)dr = - Ju(z)dz
0 0

unde : T este constanta de timp de integrare [s], k, =1/T - coeficientul de vitezd [s™'].
- Raspunsul la impuls si functia indiciala

Fig. 6 Raspunsul la impuls (a) si raspunsul indicial
(b) ale unui integrator

- Functia de transfer
H (s) = k—v = TL (introduce un pol in originea planului “s”). (20)
s s

- Caracteristici de frecventa

Fig. 7 Caracteristicile Bode ale unui integrator



4.2 Cazul integratorului cu timp discret.
Ecuatia intrare-iegire.

kT,
y(kT)=y[(k-DT, ]+ [ wu(r)dr (23)
(k_l)Te
Pentru metoda dreptunghiurilor se obtin ecuatiile:

y(kTe):y[(k_l)Te]""Te”[(k_l)Te:l

J’(kTe) = y[(k_l)Te] +Tou [kTe]
Din ecuatia y(k) = y(k —1) + Teu(k—l) rezultd functia de transfer :
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_LeZ _ le (are un pol pe cercul unitar, la z, =1)

H(Z) L |
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Caracteristicile de amplificare si de defazaj sunt:
T, T,
! go(a)):—z—h; OSa)S% ;Oﬁws% (30)
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A(w)=

Daca se compard aceste caracteristici cu cele ale integratorului ideal cu timp continuu :

Alw)=1w, p(0)=-7/2
se constata (v. fig. 8) ca, prin discretizarea timpului, se introduc erori importante.
A (0))“ A (0))“
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Fig. 8 Caracteristicile de frecventa ale integratorului cu timp discret (a) si cu timp
continuu (b)

Pentru valori mici ale pulsatiei o, relatiile (30) devin :

L 1 L 11 __r ol 7
Al0)=3 ol, ~ 2 o, o ol0)==5"57=5
SiIn —— T

deci integratorul cu timp discret (27) are proprietdti apropiate de cele ale integratorului
ideal cu timp continuu.



Presupunem acum ca se utilizeaza metoda trapezelor pentru aproximarea integralei din
ecuatia (23), se obtine un integrator care este descris prin ecuatia in diferente

T,
v(k) :y(k—1)+?e[u(k)+u(k—l)] (33)
la care corespunde functia de transfer
-1
T,
H(z)=1e.1%2 (24)
2 -1
In acest caz, raspunsul la frecventa este:
jol, [ jol, _jol,
. —Jjol,
H(eja’Te):Q.lJre I . . : :QCtgw_Q (25)
2 e/l 2 jol, [ joI, Jjol, \  2j 2
e 2 |e 2 _o 2
si rezulta caracteristicile de frecventa
1, oT, T ,
A(w)=-ctg—<, w)=—=; 0<w<-=- 26
(0)="ctg—5, p(0)=-7 5 (26)

Se constatd ca acest integrator aproximeaza mai bine integratorul ideal cu timp
continuu, deoarece caracteristica de fazd este identicd cu cea a integratorului ideal.

5. Derivatorul ideal

5.1 Derivatorul ideal cu timp continuu
Derviatorul ideal este un element necauzal si va fi prezentat in cele ce urmeaza ca
model de realizare ideald a functiei de derivare a unui semnal.
Ecuatia intrare-iegire a derivatorului ideal este

du(t)
dr

y(t)=1y (27)

unde 7, este constanta de timp de derivare [s].
Rdaspunsul indicial este un impuls Dirac de arie 7, intrucat derivata treptei

unitare este distributia o(¢) (fig.9).
Functia de transfer se obtine din ecuatia (27) :

u(?)
. H (s) =Tys (28)
t Se observa ca derivatorul introduce un zero in originea
planului “s”.
— (_1) ~ -
. y(r)=h" (1) Raspunsul la frecventd,
b H(jo)= joT,, (29)

g conduce la expresiile amplificarii si defazajului :

Fig. 9 Raspunsul indicial
al derivatorului ideal



A(o)=|H (jo)|= Ty ; A (o)=20logo+20logT, (30)

V4
p(w)== (31)
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Fig. 10 Caracteristicile Nyquist (a) si Bode (b) ale derivatorului ideal

Caracteristicile Nyquist §i Bode sunt prezentate in fig.10. Deoarece raspunsul la
frecventd (20) este imaginar s§i pozitiv, caracteristica Nyquist coincide cu semiaxa
pozitivd imaginard. In diagramele Bode, caracteristica de amplificare are panta de
+20dB/dec si taietura la abscisa egala cu 1/7,. Defazajul este constant, la valoarea +7/2.

5.2 Derivatorul cu timp discret.
Daca se inlocuiesc in ecuatia (27) varitiile infinitezimale cu variatii finite si se
considera timpul discret, ¢ = kT, in locul timpului continuu, cu se obtine ecuatia intrare-

iesire a derivatorului :

M u(k)-u(k-1) T,
k)=T;— =T, =—"\u(k)-u(k-1 32
o (6) =1y 1y ) ) 32
Functia de transfer este
Td( _1) T; z-1
H(z)=-"*(1- == 33
()= =27 )= = (33)

Se observa cd derivatorul numeric, obtinut prin discretizarea derivatorului ideal
necauzal, este un sistem la limita cauzal, avand un zero pe cercul unitar, la z, =1.

Raspunsul la frecventa are expresia:

. . LWL,
) . -] -7 -J
H(e]wT@):;:—d(l—e or )T SN ST =2j§—de 2 sina)zTe (34)
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din care rezulta caracteristicile de frecventa :

1; . oI, . of, o,
Alw)=2-"4sin—& ; ¢p(ow)=——"-7=& 0<w<-=% (35)
(@) T, 2 (@)=5-7 2

Acestea sunt reprezentate in fig. 11.a. Daca se compara aceste caracteristici, cu cele ale
derivatorului ideal cu timp continuu :

A A(a))
Tyo
a)(lin)
@O
. felo) 2
2
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Fig. 11 Caracteristicile de frecventa ale derivatorului cu timp discret (a) si ale derivatorului ideal cu
timp continuu (b)

Alo)=Tyo, ¢p(0)=7/2 (36)
se constata ca, prin discretizarea timpului, derivatorul (4.236), conduce la caracteristici
diferite de cele ale derivatorului ideal. In locul unei caracteristici de amplificare liniare cu
frecventa, se obtine o dependentd neliniard, prin functia sinus, iar in locul unei
caracteristici de faza constante, la valoarea 7/2, se obtine o caracteristicd liniar
descendentd, de la 7/2 la 0. Ca si in cazul integratorului, caracteristicile (35) se apropie
mult de cele ideale numai in zona de joasa frecventd. La valori reduse ale pulsatiei @ se
poate scrie:

Ty oT, o ol, &

=T ; (o(a))—g— 52T (37)

~2
2 T, 2

A(a)) = 2T—dsinw—Te

e

5. Filtrul de ordinul unu.

Filtrul de ordinul unu se mai numaste sistem cu actiune proportionala de
ordinul unu sau element aperiodic (denumirea de element aperiodic este valabila numai
in cazul timpului continuu)

5.1 Filtrul de ordinul 1 cu timp continuu
- Ecuatia intrare-iegire :

Tdyd—gt)+y(t)=Ku(t) (38)

unde : K — coeficientul static de amplificare ; T — constanta de timp.
- Functia de transfer este



K
Ts+1

(39)

H(s)

la care corespunde polul p=— 1I/T in planul complex.
Rdaspunsul la impuls se obtine ca transformata Laplace inversa a functiei de transfer:

t
h(t) :L—l{i} iy {K_/T} :Ee T (40)
Ts+1 s+1/T T

h(t)
£ r(t) | I{
K/T h(t) t ' \ > t
N
0.37K/T * * 7 * g
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Fig.12 Raspunsul la impuls al
elementului aperiodic

Fig. 13. Forma raspunsului la impuls 1n functie de pozitia

polului
fiind reprezentat in fig. 12. Pentru =7, se obtine :
h(T):Ee_1 —o37k : dh@) :tga:£ (41)
T T dt | 72

Aceste relatii dau doud metode de determinare grafica a parametrului 7, ilustrate in

fig. 12.
In fig. 13 este prezentatd forma raspunsului la impuls pentru diferite pozitii in planul
complex ale polului p = - 1/T. Evident, elementul aperiodic are 7'>0, polul fiind situat

intotdeauna in semiplanul sting. Regimul dinamic este cu atat mai prelungit, cu cat polul
se afla mai aproape de origine. Cand distanta fatd de origine este mai mare (adica,
constanta de timp este mai micad), cu atat regimul dinamic se stinge mai rapid.

Raspunsul indicial este

¢t & !

WD) = [neyde =K e Tar k| 1-¢ T 42)
0 0



avand reprezentarea graficd din fig. 14,a. Aici sunt ilustrate procedurile grafice pentru
determinarea constantei de timp 7'. Aceste proceduri au la baza relatiile :

“u(t)

A Kat

asimptota
t t

» »

T
a b

Fig. 14 Raspunsurile la treapta (a) si la rampa (b) ale elementului aperiodic

1 _ . dh(_l) (t) K
W= (1) =K(1—e 1) —063K; || =tga= 43)
t=0

Raspunsul la un semnal in rampd, u(t)=a-t, are expresia

t

y(t)=K-a|t-T+Te T (44)

fiind reprezentat in fig. 14,b. lesirea () tinde spre asimptota de ecuatie a-(t -T ) , unde
t>T, adicd spre o rampa intarziatd cu 7 secunde, in raport cu evolutia iesirii unui
element cu amplificare statica egala cu K, insa fara dinamica (7 =0).

Raspunsul la frecventa este

K

A

A .

ImH (jo) H(jw)= 45
(] ) I+ joT (43)

K ReH(jo) y o

> si conduce la urmatoarele expresii ale amplificarii

si defazajului
sensul wy K
/) crescator A(®) =———; o¢(w)=-arctg(Tw)
(Tw)? +1

Fig. 15 Caracteristica Nyquist pentru (46)
elementul aperiodic Caracteristica Nyquist este forma unui cerc cu

raza K/2 si cu centrul in punctul de coordonate
(K/2,j.0). Atunci cand o variaza de la 0 la +oo, este parcurs semicercul situat sub axa
reala. (fig.15).
Caracteristicile Bode se pot trasa punct cu punct, calculand amplificarea in dB,
pornind de la realtia (46) :



Agg (@) =201log B |=2010gK - 20l0gv1 + 0T2 (47)

J(Tw)? +1
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Fig. 16 Caracteristicile Bode pentru un sistem de ordinul unu

si defazajul, ¢(w)=—arctg(Tw), obtinandu-se caracteristicile exacte. Este insa posibil sa
se utilizeze o reprezentare aproximativa a caracteristicii de amplificare, prin asimptotele
acestei caracteristici. Aceasta este caracteristica asimptiticd, formata din :

- 0 dreapta orizontala pentru w << @,., cand 4,5 U 20log K

- o dreaptd cu panta de — 20 dB/dec, pentru @ >> @, . Intr-adevar, la frecvente

mari, adica atunci cand wll 1/7, avem

Ayp =20logK —20logy1+ @?T? [ 20logK —201og T —20log
Frecventa @, =1/T la care caracteristica Bode se fringe se numeste firecventd de

fangere (uneori, ea este denumita frecventd de tdiere).

Caracteristica asimptoticd este un model frecvential parametric, deoarece el
defineste filtrul prin doi parametri : coeficientul static de amplificare in dB si frecventa de
frangere. Distanta maxima dintre caracteristica asimptoptica si cea reala este de 3dB, la
pulsatia @, si de 1dB, la 0,5 si 2w,. Caracteristicile de amplificare si de defazaj, reale si
aproximative, sunt reprezentate in fig. 16.



Observatii. 1. Filtrul de ordinul 1 (elementul aperiodic) poate avea functiuni distincte

A AdB (a))

-20dB/dec o

Fig. 17 Functiuni ale elementului aperiodic in raport cu domeniul spectral al intrarii

de procesare a semnalului de intrare, in functie de banda caracterisicii spectrale a acestui
semnal. Pentru trei benzi de frecventd, B, B2 et B3, date in a fig.17, sistemul se poate
comporta:

ca un amplificator, pentru semnalul cu banda B,

ca un integrator, in raport cu semnalul avand banda B>,

ca un filtru trece jos, In raport cu semnalul cu banda B;.
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2. Circuitul pasiv RC (Fig. 18) are functia de transfer de
forma (39), in care K=1 si T=RC.




