CURS 20
Proiectarea filtrului Cebasev
Datele de proiectare sunt furnizate prin gabaritul fitrului. Acesta este definit de doua

pulsatii, w, = o, s1 wp, s1 de amplificdrile in dB respective: A, si A4,. Caracteristica de
frecventa a filtrului trebuie sa se ,,strecoare” prin canalul neinegrit din Fig. 12.

Fig. 12 Gabaritul impus la proiectarea filtrului Cebasev

Pasii de proiectare a filtrului Cebasev sunt urmatorii:
1. Determinarea parametrului ¢ si a ordinului # al filtrului, in functie de cei 4 parametri

de gabarit.
Amplificarea A, se obtine atunci cand, in relatia (43), functia C,(w) are valoarea maxima,

egala cu 1:
Ay =—10log(1+ &%) (53)
de unde rezulta prima relatie de dimensionare a filtrului:

& =~10"4 /10 _; (54)

La pulsatia w;se impune amplificarea 4, =—10log [1 + 32C3 (a)b)} sau

A, =—10log {1 +&2C} (%H = —1010;,{1 +&2C} (%H (55)

2 (27

deoarece w,;=1 si . = @, (v. fig. 12). Din relatia (55) rezulta:



~4,, /10 _
c. [@] 1o 10— 56)
W, &

Inlocuind parametrul € cu expresia (54), se obtine

C {&j_ /—IO_A’"/IO‘I (57)
k 9 . k m (58)
A o, ’ a=\/10—AM/10_1

Cplk )=k, (59)
care trebuie rezolvatd in raport cu necunoscuta n (mdarimile ks si k, se calculeazd pe baza
parametrilor gabaritului). In conformitate cu relatiile (46) si (47) de definitie a polinomului
Cebasev (pentru cazul @ > 1), ecuatia (59) se poate scrie sub forma

ch(nd) =k, (60)

Utilizand notatiile:

rezulta ecuatia

unde
ch (CD) =ky (61)

Rezultd @ =argch(k 1) nd=arg ch(k,), de unde se obtine
p > 2rgchlk,) (62)

arg ch(k 1)

Aceasta este cea de a doua relatie de dimensionare a filtrului Cebasev, care furnizeaza
ordinul filtrului (se ia valoarea intreaga cea mai apropiatd a raportului din relatia (62)).

2. Deducerea functiei de transfer a filtrului.
Filtrul Cebésev de ordinul n are functia de transfer de forma:
H(s)= 1 ! (63)

B(s)  ag+ays +a2s2 +ota,s”

Deoarece |H ( ja))|2 =H(s).H (—S)|S2 2 rezultd ca polii functiei H(s).H(—s) sunt

zerourile polinomului P, (s)P,(—s) =1+ ng,% (a)z)‘ , - Deducerea acestor zerouri implica
o =—s

rezolvarea unei ecuatii de forma

2, 2 _
C}’l (a) )‘a)2=—52 - 82 (64)

Se observa ca C,(s) rezultd ca o functie complexa
.1
Cals)=£j— (65)

deci rezulta ca si variabila @ din realatiile (46) si (47) este complexa, de forma @ =@, + j@;.
Scriind ecuatia (65) sub forma

cosn(@D, +D;) = J_rjl (66)
£

sau



cos(n®,.).ch(n®;)+ jsin(n®,)sh(n®;) =+j 1 (67)
£

se constata ca partea reald este zero, deci avem:

cos(n®,.).ch(n®;) =0 (68)
Intrucat cosinusul hiperbolic nu poate fi nul, rezultd cos(n@, )=0, de unde se obtine:
@, = 2k +1 - (69)
2n

: ) . . 1
De asemenea, din relatia (67) rezultd: sin(n®,.).sh(n®;) =+—, adica sh(n®;) =+—, deoarece
£ £

sin(n®,.)=1. Ecuatia obtinuta se scrie

(70)

Rezolvarea aceste ecuatii in raport cu @; ne conduce la expresia

@i:lln( /%+1+1J (71)
n & &

Conform relatiei (14), pentru banda de trecere avem @ = arccos®, deci cos(®) = @ . Prin
substitutia jo =s, se obtine jcos(@)=s, in care cos@ =cos(D, + j@;),iar s=0+ jo.
Dezvoltand relatia jcos(®) =s, rezulta:

—sin(@,.).sh(®;) + jcos(P,.).ch(®;) =0+ jo (72)

Inlocuind in aceasta relatie pe @, prin expresia (69), se obtin radacinile ecuatiei (64),
adica polii functiei H(s).H(-s):

_|._
oy = —sh(@i).sin(zk ljﬂ'
2n

oy
@y, = ch(@l—).cos(Zk 1}7[
2n

in care @; este dat de relatia (71).
Constelatia polilor functiei H(s).H(—s)se afla pe o elipsd, avand semiaxele egale

k=0,1,2,...2n—1 (73)

cush(@;), respectiv ch(®;). Ecuatia elipsei este:

2 2
Tk (74)
sh djl' ch @i

In fig. 5 este ilustrata calitativ constelatia polilor pentru n=3.



Fig. 13 Constelatia polilor functiei H (s).H (—s) pentru n=3

Ceilalti pasi de proiectare, adica: 3) ajustarea parametrilor functiei de transfer, astfel
incit s se obtinad pulatia de tiiere o, impusa in aplicatie; 4) discretizarea functiei de
transfer, se realizeaza in acelasi mod ca la filtrul Butterworth.

Aplicatie Sa se realizeze programul Matlab prin care se sintetizeaza un filtru Cebasev 1,
de un ordin oarecare, 7 §i cu parametrul ¢ oarecare. Sa se obtina filtrul de ordinul n =4, cue=0.2
si cu pulsatia de tiiere @, =100 s™, precum si varianta discretizati, cu perioada de esantionare 7,
=0.001 s.

Programului Matlab este:
clear all; close all;
% ordinul filtrului
n=4;
% pulsatia reala din aplicatie si parametrul ¢
wt=100;eps=0.2;
% calculul constelatiei polilor
fi2=log(sqrt (1/eps”2+1)+1/eps) /n;
for k=1l:n,
re(k)=-sinh (fi2)*sin ((2* (k-1)+1)/ (2*n) *pi);
imag (k) =cosh (fi2) *cos ((2* (k=1)+1)/ (2*n) *pi) ;
s (k) =re (k) +i*imag (k) ;
end;
% eliminarea partii reziduale imaginare (rezultate din erorile
% de rotunjire) a polilor reali
s=le6*s;s=round(s);s=s/1eb6;
% definirea functiei de transfer a filtrului cu pulsatie de
% taiere unitara si trasarea caracteristicii Bode
k=abs (real (prod(s(l:n)))):;
sys=zpk ([],s,k);
sys=tf (sys)
[m,p,w]=bode (sys) ;
mdb=20*10gl0 (m(1,:))
figure (1)



semilogx (w, mdb) ;hold on;axis ([0.01 1000 -160 10]);

% ajustarea parametrilor functiei de transfer, pentru obtinerea
% pulsatiei de taiere din aplicatie

[num, den]

for 1

tfdata(sys, 'v');

l:n,

1/wt” (n-1i+1) ;

al=
denl (1)

den (i) *al;

end;

=den (n+1) ;
tf (num

denl (n+1)

sysl

denl)

14

trasarea caracteristicii Bode

w=0.1:0.1:10000;

o)
°

bode (sysl, w) ;

[m, p]
mdb

1))

20*1ogl0(m(1,
) ;grid;hold off;

semilogx (wl, mdb

deducerea functiilor indiciale

figure (2);

%

t=[0:0.01:30];

step (sys, t);

y:

step(sysl,t);

yl=

figure (3);

hold on;plot(t,yl):;

plot (t,y);grid;

o)
°

discretizarea functiei de transfer si trasarea caracteristicii

%$Bode

c2d(sysl,0.001, "tustin');

figure (4);

sysld

=bode (sysld) ;

[mld, pld, wd]

)

20*1ogl0 (m1d (1,
semilogx (wd, mlddb) ;grid;axis ([le-2 1led4 -160 20]);

mlddb

100 rad/s (2)

[ R R

A Caracteristicile Bode ale filtrului normat (1) si filtrului cu W
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Fig. 14. Caracteristicile Bode pentru FTJ Cebasev 1 normat (1) si pentru FTJ cu frecventa de taiere

100 rad/s (2)

0=

Principalele rezultate obtinute de program sunt:



caracteristicile Bode pentru FTJ normat (1) si pentru FTJ cu frecventa de taiere w; = 100

rad/s (2) (fig. 14). Se observa ca in zona de blocare, panta caracteristicii de amplificare este

de —80[dB/ dec]

atatea frecventei de tdiere panta este mai mare decat la filtrul

- A

A

, Insa in vecin

Butterworth. Un zoom din aceastd caracteristica, unde este pus in evidentd riplul din banda

=

Fig. 15. Zoom din caracteristica filtrului Cebasev datd in fig. 14

de trecere, este dat in fig. 15;

Functia de transfer a filtrului cu timp continuu

0.6374
10785%+ 1.596.100s% + 0.0002274 s+ 0.01628 5 + 0.6374

Functia de transfer a filtrului cu timp discret

H(s)

468.107723+2.201.107°2%+ 1.468.10°2 + 3.669.10°

4

—6_4
_|._
H(Z)3.669.10 z'+1

3.831 22+ 5.516 z2- 3.538 z + 0.8526

Z -

Sinteza filtrelor numerice (FIR)

Principiul de realizare

Filtrele intrinsec numerice sunt filtre FIR. Ca si in cazul fitrelor de tip IIR, 1n sinteza se
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porneste de la caracteristica ideala a unui filtru trece jos (FTJ), prezentata in fig. 1. Raspunsul la

Fig. 16 Caracteristica de frecventd a unui FTJ ideal



impuls al acestui filtru se obtine prin transformata Fourier inversa a raspunsului la frecventa
H(jw), care are modulul A(w) si argumentul @(w), reprezentate in fig. 16:

Wy . .
L [ [H(jo)e e/ do=
2 —,

h(t) = i Of H(jw)e!®do =
- (75)

_ L C‘th 1,ej“’(t_’0)dw _ l eja)t(t_tO) _e I (1=tp)
27[—@, V4 2.j(t—1y)
Pentru ilustrarea principiului de realizare al filtrului FIR, se considera situatia cand w, =1
si fo=2.5. Raspunsul la impuls, pentru aceste date, este reprezentat grafic in fig. 2. Se constata
A h(t)

o, .
;tsmc(a)t(t—to))

y
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Fig. 17 Raspunsul la impuls al FTJ ideal

ca FTJ este nerealizabil fizic, intrucat este necauzal: incepe sa raspunda la impuls inainte de
momentul /=0, cand se aplicd impulsul la intrare. Pentru a obtine un raspuns la impuls la limita
cauzal (deci, realizabil fizic), vom considera ca functia /4(f) este « vazuta » printr-o fereastra de
timp rectangulara, pornind din momentul ¢# = 0. In fig. 18 sunt desenate raspunsul la impuls si

0.8

0.6

Fig. 18 Raspunsul la impuls si fereastra de timp rectangulara



fereastra de timp wg(?), cu largimea de 5 s. Prin aceasta fereastra de timp se obtine rdspunsul la
impuls finit in timp (FIR):

I (1) = we (1).A(0) (76)
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Fig. 19 Raspunsul la impuls vazut printr-o fereastra rectangulara

reprezentat in fig. 19. Sistemul care ar genera un asemenea raspuns la impuls trebuie sa fie cu
timp discret, deoarece numai sistemele numerice pot realiza raspunsuri finite la impuls. Pentru
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Fig. 20 Raspunsul la impuls al filtrului FIR, pentru M=10

obtinerea sistemului FIR, se esantioneaza rdspunsul la impuls din fig. 19, cu perioada de



esantionare 7,. Fie cazul cand se alege 7, = 0.25 s. In aceastd situatie, valoarea maxima a
raspunsului la impuls se obtine dupd M =1¢,/T, =10 perioade de esantionare, iar raspunsul la

impuls al filtrului FIR care implementeaza filtrul trece jos este dat in fig. 20.
Functia de transfer si caracteristicile de frecventa
Functia de transfer a filtrului FIR este:

H(z)=h0)+h()z " +h(2Q)z 2 + ..+ h(M)z™ +..+ h2M)zM = 2% nkyz* (7
k=0

Considerand M par, ca in exemplul considerat, avem:
h(0)=h(2M); h(1) = h(2M =1);.....h(M —1) = h(M +1) (78)
Schema filtrului FIR se poate reprezenta ca in fig. 21.

Y(2)

Fig. 21. Schema bloc a filtrului FIR

Réspunsul la frecventa al filtrului FIR este



HE)=Y iige T =
k=0

—O)+He e 1+ WMD) TM e L ne ™Mo | e MV o pong—1)eTCMDe L pop e T2 MeAe
M, (h(O)eiMd; YV | e Te My M) T e .y oM)e e

(79)
Avand 1n vedere egalitatile (78), raspunsul la frecventa se poate scrie sub forma

H(e/ ey =g /Mee (h(O)(e/M“’Te +eMeley Ly MDY 1 T M0y L L -1 /e +e7Pe) (M)

(80)
sau
ol,\ _ —jMaT, [ M1 :
H(e!?e)y=e /" %e| 2% h(i)cos(M —i)awT, +h(M) (81)
i=0
Amplificarea filtrului este
M-1
|H(jo)|=2 ' h(i)cos(M —i)oT, + h(M)‘ (82)
i=0
iar defazajul
p(w)=-MoT, (83)

Se observa cd adoptand o valoare mare a intarzierii f, rezultd un parametru M mare si un
defazaj important introdus de filtrul FIR. Caracteristica de faza este liniard, ceea ce inseamna ca
filtrul produce o intarziere (proportionald cu M) a semnalului aplicat la intrare.

Functii fereastra
Fie A(?) si H(jw) raspunsul la impuls si, respectiv, raapunsul la frecventa ale unui FTJ
ideal. Legdtura dintre aceste doua functii este data de transformata Fourier:

h(t)—— H(jo) (84)

Din considerente de realizabilitate fizica, raspunsul la impuls considerat in sinteza nu este
h(%), ci este functia raspunsului la impuls vazuta printr-o fereastra de timp. Aceasta abordare
face sd dispara componenta necauzala a raspunsului la impuls, rezultdnd realizabilitatea fizica a
filtrului. In acelasi timp, abordarea determina caracterul de raspuns la impuls finit in timp, care
impune realizabilitatea doar in implementare numerica.

In sectiunile anterioare s-a lucrat cu fereastra de timp rectangulard, wg(f). In aceste
conditii, functia raspunsului la impuls considerata in sinteza este /z(f), avand expresia (76). Vom
nota In continuare cu wr(¢) o functie fereastra oarecare si prin /x(f) raspunsul la impuls vazut prin
aceastd fereastra. Caracteristicile de frecventd ale filtrului sintetizat sunt date de transformata
Fourier a functiei raspunsului la impuls 4x(f):

F . 1 .
hi ()= wp (Dh(O)——> Hp (jo) =——F {wp (0} * H(jo) (85)
Scopul urmadrit este de a obtine caracteristici de frecventd cat mai apropiate de cele ale

FTJ ideal. Deci, transformata Fourier Hp(jo)=F {wF (t)} * H(jw) trebuie sa difere cat mai

putin (ca modul si ca argument) de transformata Fourier idealda H(jw). Evident, diferentele

dintre cele doua transformate Fourier depind de forma ferestrei de timp. In sectiunea anterioara s-
a adoptat fereastra rectangulara, deoarece aceasta oferd o fundamentare intuitivd a problematicii



filtrelor FIR. Existd insd si alte tipuri de ferestre de timp, care determind caracteristici

performante ale filtrului FIR. Functiile fereastd uzuale sunt:
Fereastra rectangulard

) 1 i=0,1,2,...,2M
"R = {0 in rest
Fereastra Hamming
P +(1—a)cos((i—M)£j i=0,1,2,..,2M
wyy (k) = M
0 inrest

in care a = 0.54 (a« = 0.5 — varianta Hanning)
Fereastra Kaiser

Iy {27r\/1—((i—M)/M)2}
27

wy = i=0,1,2,...,,2M

0 in rest
in care /y(.) este functia Bessel modificata de ordin zero.

(86)

(87)

(88)



