CURS 7

Recapitulare
4 Conversia: functie de transfer — ecuatie de stare in forma canonica

4.1 Reprezentari canonice
Fie sistemul monovariabil cauzal de ordinul , descris prin functia de transfer:

H(s)=

Aici intervin 2n parametri: a,_; ....,ay3b,_y,...,by. Intr-un model de stare al sistemului

Y(s) _ P(s) _ b, " 4. +b,
U(s)  O(s) s"+an_1s”_1+...a0

(14)

strict cauzal, de forma,

) T

xX=Ax+bu ;y=c x (16)
matricea A este de dimensiune # X n, b si ¢ sunt vectori coloana n-dimensionali, deci pot

interveni (n” +2n) parametri. Se pune problema reprezentirii modelului de stare intr-o
Jorma in care numarul de parametri este 2n, ca §i in cazul functiei de transfer. Aceasta
se numeste forma canonica a modelului de stare.

4.2. Reprezentari canonice pentru sisteme cu timp continuu
4.2.1. Reprezentarea modala a sistemului (forma canonica Jordan).

Fie H(s) functia de transfer (14) si  s" + an_lsn_1 +.....+ay =0 ecuatia caracteristica

Cazul cand radacinile ecuatiei caracteristice sunt distincte i reale.
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Fig. 12 Descompunerea modala a unui
sistem cu poli distincti si reali
As+ B V(s) Cazul cind polii distincti ai sistemului pot
> 2 - fi si complecsi conjugati, de exemplu :
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Pip=axjo
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Fig. 14 Descompunerea modala a unui
sistem cu poli complecsi conjugati



4.2.2.Reprezentarea sistemului in forma canonica controlabila.
Sistemul cu functia de transfer (14) se structureaza ca in fig. 17. Pentru primul bloc
din aceastd schema se poate scrie

U 1 Y
—>(S) p — 1 (S)> b s +..+h, —>Y(S)
S +a, s +...t+a,

n—1

Fig. 17 Descompunerea sistemului (14)
s"Y (s)=U(s)—apY;(s)-as¥ (s)—....— a, s" Y (s) (32)
Notand Xl(S):Yl(S) (33)

X, (s) =X, (s)
sX, (s) =X; (s)

..................... (34)
X, (s)=X,(s)
ecuatia (4.78) devine
sX, (s)=U(s)=apX,(s) - Xy (s)~...a, 1. X, (5) (35)
Pentru cel de al doilea bloc din fig. 17 se poare scrie :
Y (5)=boY; (5)+bsY () + by, 18" H (5) (36)

sau, cu notatiile (33) si (34),
Y (s)=byX;(s)+b Xy (8)+ect b, X, (5) (37)
Relatiile (33) - (37) permit reprezentarea sistemului sub forma schemei bloc din
fig. 18. Aceastd schemd aratd o modalitate de realizare a unui sistem electronic cu timp
continuu, utilizind integratoare si sumatoare.
Acestei scheme i corespunde graful de semnal din fig. 19. Se constatd ca pe calea
directa, care pleaca din nodul « sursa » si ajunge 1n nodul « sarcind », sunt situate toate
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nodurile cédrora li s-au asociat variabile de stare. Deci, indiferent de parametrii care
definesc transferul celorlalte arce, altele decat cele de pe calea directa, semnalul aferent
nodului sursd va modifica (va comanda) toate variabilele de stare. Din acest motiv,
aceasta reprezentare canonicad se numeste controlabila.

bn-l

l/s Xas) 1/s ¢
U(s)0 g° Y(s)

Fig. 19 Graful de semnal pentru forma canonica controlabila.

Transferand in domeniul « timp » relatiile (4.79) - (4.83), rezulta ecuatiile de stare
si de iesire ale sistemului :

X, =U—aygX) — a1 Xy —...—a,_1 X,
y= bo.xl + bl.xZ +...... + bn_lxn (39)
sau, sub forma matriceala,
[0 1 0 0 | (0]
0 0 1 ... 0 0
x=| : : o x| u (40)
0 0 0 1 0
_—ao —al —az e an_l ] L 1]
y=c'x=[b, b .. b, Jx (41)
Parametrii care intervin in modelul de stare sunt :
0 b
|0 I, L
= ;P05 €7 (42)
—dy | T4 —dy 1 b,



Deoarece matricea 4 obtinutd contine coeficientii polinomului caracteristic
(numitorul functiei de transfer H(s) ), ea se numeste matrice companion. In forma in care
intervine in reprezentarea canonicad controlabild, ea poartd denumirea de matrice
companion controlabila

4.2.3.Reprezentarea sistemului in forma canonica observabila.
Relatia

S"Y (8)+@pys" Y () 4.+ agY (s) = b, 18" U (s) +...+bU (5), (43)

obtinuta din (4.70), poate fi pusa sub forma :

Y(s)=%£bn_1U(s)—an_lY(s)+§(bn_2U(s)—an_zY(s) +§(...+%(b0U(s)—a0Y(s))...Dj (44)
Utilizand notatiile
Y(s)=X(s) (45)
X1 (5) = (bl (5) =y X (5)+ X (5))
X5 (5) =1 (bral (5) =21 ()4 X3 (5)) .
X, (5) =~ (B0 ()= a0, (5))

sistemul poate fi reprezentat prin schema bloc din fig. 20. Acestei scheme 1i corespunde

U(s)

b, b, b, , b, ,
s 1) L ] XA x(s) ][] o) [T Xe)=r6)
a, al' a, ., a,,

Fig. 20 Schema functionald corespunzatoare formei canonice observabile

graful de semnal din fig. 19.
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Fig. 21 Graful de semnal pentru forma canonica observabila

Pe baza relatiilor (45) si (46) se obtin urmatoarele ecuatiile de stare si de iesire :

)'Cl = bn_lu - an_lxl + XZ

).Cz = bn_zu — an_2x1 + .X3

; (47)
X, =byu —agx;
y=x (48)
Parametrii matriceali din modelul de stare al sistemului sunt :
__an_] : 1 _bn—l_ _1_
|
—a, i In—l bn_2 0
A= 1 b= 1 |.e=|i (49)
|
- (11 :_ _________ bl O
L~ ag ; 0 i bo LY

Din graful de semnal prezentat in fig. 21, se constatd ca semnalul de iesire se
obtine prin aportul tuturor variabilelor de stare care se afld pe calea directa, situata intre
nodul X,(s) si nodul « sarcind ». Intrucat indiferent de parametrii ce definesc transferul
celorlalte arce, care nu sunt pe aceasta cale directd, semnalul aferent nodului « sarcina »
va contine aportul tuturor variabilele de stare, aceasta reprezentare canonica se numeste
observabild, iar forma companion a matricii A se numeste companion observabila.

4.3. Reprezentari structurale pentru sisteme cu timp discret

Toate reprezentdrile mentionate pentru sistemele cu timp continuu (reprezentarea
modala, formele canonice controlabile si observabile) pot fi adaptate si pentru sistemele
cu timp discret.



4.3.1 Reprezentari structurale pentru sisteme de tip FIR

Alaturi de structura IIR, specificd sistemelor cu timp continuu, sistemele cu timp
discret pot avea o structura distincta, fard corespondent in domeniul sistemelor cu timp
continuu, si anume: structura de sistem FIR. Functia de transfer a unui sistem FIR are
forma generala

H(z)=hy+thz ' +hz 2+ .+ h 2" (50)

Pe baza relatiei

Y(z)= H(2)U(2) = U (2)+hz 'U(2) + iz U (2) +..+ Bz "U(2)  (51)
si utilizand notatiile
(52)

Fig. 22 Graful de semnal pentru un sistem cu timp discret avand structura nerecursiva.

sistemul FIR se poate reprezenta prin graful de semnal dat in fig. 22. Se observa
structura neresursivd a acestui graf, toate arcele fiind pe o cale deschisa care leagd nodul
sursd de nodul sarcina. Un sistem nerecursiv cu structura din fig. 22 este numit adesea
« filtru transversal ».

4.3.2 Reprezentari structurale pentru sisteme de tip IIR

Un sistem numeric oarecare, la limita causal, poate fi structurat sub forma unei
conexiuni serie a unui subsistem FIR si a unui subsistem IIR, ca in fig. 23. Pentru

Ul(z) Yl(z)‘ ! JEL'

by +blz_1 +b22_2 +..b,z7" - l—alz_1 —azz_z...—a z "

Fig. 23 Descompunerea unui sistem cu timp discret intr-un subsistem nerecursiv si un sistem recursiv

primul sistem se poate scrie
Y (2)=byU (2)+ bz U (2)+b: 272U (2) + oot b,z U (2) (53)
si rezulta structura nerecursiva reprezentata prin graful din fig.24.
Pentru subsistemul IIR se poate scrie
Y(z):Yl(z)+alz_1Y(z)+azz_2Y(z)+ ...... +a,z "Y(z) (54)
si rezulta graful din fig. 25. Se observa faptul ca In acest graf exista » legaturi de la iesire

spre intrare, prin parametrii ai, ap, ..., a,. Aceste legaturi dau caracterul de structura
recursivd pentru subsistemul IIR.
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Fig. 24 Graful de semnal pentru subsistemul Fig.25 Graful de semnal pentru subsistemul
cu structura nerecursiva cu structura recursiva

Conectarea subsistemelor FIR si IIR, conform schemei din fig. 23, ne conduce la
structura ilustrata prin graful din fig. 26. Aceasta structura este complicata si poate fi
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Fig. 26 Graful de semnal corespunzator descomunerii
din fig. 23 a sistemului

inlocuita cu o structurd mai compactd, daca se renunta la descompunerea din fig. 23.
Vom considera acum cd se inverseaza cele doud subsisteme : intai subsistemul IIR, apoi
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Fig. 27 Descompunerea unui sistem cu timp discret intr-un subsistem recursiv si
un sistem nerecursiv
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Fig. 29 Graful de semnal corespunzator descomunerii din fig. 23 a
sistemului
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subsistemul FIR, ca in fig. 27. Tinand cont de grafurile celor doud subsisteme inseriate:
IIR (structura recursivd) si FIR (structura nerecursiva), prezentate in fig. 25, respectiv
fig. 24, graful intregului sistem ar putea sa fie reprezentat ca in fig. 28. Aici se observa cu
usurintd faptul ca sirul de arce avand functia de transfer egala cu z! primeste la intrare
acelasi semnal, Y,(z). Deci, nodurilor care urmeaza le corespund aceleasi semnale, in cele
doua siruri de arce: z' Y1(z), z2Y1(2)....., 2" "Y1(z), z"Y1(z). Prin urmare, cele doua lanturi
de arce fiind identice si avand la toate nodurile aceleasi semnale, se poate considera un
singur lant de arce si graful sistemului capata forma fin fig. 29.

Exemplu Fie sistemul avand graful din fig. 30. S& se deducd ecuatia intrare —
iesire, polii si zerourile, precum si expresia amplificarii.

Uez) 1 1 1 OY(Z)

Fig.30 Sistem cu timp discret (exemplu)

Avand in vedere corespondenta dintre graful general din fig. 29 si functia de transfer
generald a sistemului cu timp discret, rezulta:

-1_ -2 ~ _
- functia de transfer H(z) = 0.5z 0.25z = 0.52-025 _ 0.5(z-0.5)

1-1.627140.622  22-1.6z+0.6 (z=1)(z-0.6)
- ecuatia intrare-iesire: y(k)=1.6y(k—1)-0.6y(k—2)+0.5u(k—-1)—-0.25u(k -2) ;
- polii p1=1, p,=0.6; zeroul: z,=0.5;
- expresia amplificarii:

| .57 —0.25¢ 27T
1-1.6¢7/“Te 1.0.6¢72/“Te

A(w) = ‘H(eja)

\/(0.5 cos(@T,) —0.25cos(2aT,))* +(=0.5sin(wl,) +0.25sin(2aT,))"

\/(1 —1.6cos(aT,) +0.6cos(2aT,))" +(1.6sin(aT,) - 0.6sin20T,))’



