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Fig. 1 Reprezentari matematice ale sistemelor cu timp continuu

In acest capitol se vor examina conversiile:
e functie de transfer<> caracteristica Bode asimptotica,
® functie de transfer <> ecuatie de stare in forma canonica;
e conversia modelelor neparametrice;

e conversia : functie de transfer cu timp continuu — functie de transfer cu timp

discret.




2.Analiza sistemelor si circuitelor prin grafuri de semnal (grafuri de fluenta)

Analiza si simplificarea unei scheme bloc poate fi usurata simtitor prin utilizarea
grafurilor de semnal. Acestea sunt grafuri orientate, numite si grafuri de fluenta, avand in
componenta lor noduri si arce (laturi).

Nodurilor le sunt atasate semnale din schema bloc. Se numeste nod sursa nodul
caruia i se asociaza (care genereazd) semnalul de intrare in sistem. Semnalului de iesire
din sistem 1i corespunde nodul sarcind. In structura unui sistem reprezentat prin grafuri
de fluenta intervin si noduri mixte. Un nod mixt poate avea unul sau mai multe semnale
care converg spre nod. Suma semnalelor ce converg in nod se considerd a fi semnalul
aferent nodului. El poate fi directionat, prin arce, spre unul sau mai multe noduri din
schema.

Arcele definesc transferul intre noduri, avand asociat sensul de transfer al
semnalelor. Fiecare arc este caracterizat prin functia de transfer, care exprima legatura
intre semnalele aferente nodurilor. O succesiune de arce parcurse de semnal formeaza o
cale. Daca intr-o cale toate nodurile sunt parcurse o singura data, calea se numeste cale
deschisa. Se numeste bucla sau cale inchisa, calea care porneste si se termind in acelasi
nod. O bucla cu o singura latura se numeste bucla proprie.

Ca si in cazul schemelor bloc, la care s-au definit reguli de simplificare bazate pe
transformadri elementare (conexiunile serie, derivatie si In circuit inchis), reducerea
grafurilor de fluentd are ca obiectiv obtinerea unui graf solutie, compus din arce simple,
care fac legdtura dintre nodurile sursa si nodurile sarcina. In Tabelul 1. sunt sintetizate
cateva reguli elementare de transformare a grafurilor de fluenta.

Tabelul 1 Reguli elementare de transformare a grafurilor de fluenta

Nr. Denumirea Graful initial Graful echivalent
crt transformarii
1 Inlocuirea arcelor
. H; H,+ H,
conectate in paralel o »O
H,
2 InlocuireaAarcel(')r H, H, H, H,
conectate in serie o————»O0——»0 o »O
3 Inlocuirea unei
bucle H1 HZ H 1 H 2
X , 1— Hy.H,
H; ©
4 Inlocuirea unei
.. H;
bucle proprii H\.H,
1— H,
H, H, o —»0
o




5 Inlocuirea unor

6 Transformarea

H;
H;
4
stea-triunghi
ung Hs,
H;s
3

bucle inseriate H> H+H; Hs
H, H % 2
HH; H;
2
H
1 15
5

2
H
4

LH 54

Exemplul 1 Pentru sistemul din fig. 2, graful de semnal corespunzator este
prezentat in fig. 3. Graful aferent acestui sistem este dat in fig. 3. Urmand regulile de

simplificare date in tabelul 1, se obtine :
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7S yis)

H(s) 4J
| Hg(s)
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Fig. 3 Graful de semnal pentru exemplul din fig. 2

H3(s)
Hy(s) " 1 - H3(s)(-Hg(s))
) 2(s)
1— H (s)(—Hg(s)) - H;;’ § &8 o)) A7)

Hy(s)

H(s)=1 Hs(s).1

sau, dupa simplificari,
Hy(s)H2 (s)H3 () Ha () H (5)

H(s) =
O = o Hy () Ho (o)1 + Hy(5) Hy () + H3 (5)Ha ()7 (5))

Y(s)



Acelasi rezultat se obtine utilizand regulile clasice de simplificare a schemelor

bloc.
Exemplul 2 Fie graful unui sistem cu timp discret, prezentat in fig. 4. Daca se
b Y
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1

Fig.4 Sistem cu timp discret (exemplu)

elimind arcele cu transfer unitar, atunci acest graf poate fi desenat si sub forma din fig
5.a. Se aplica transformarea stea-triunghi la steaua care contine arcele cu transfer 1 arsi

U(Z) Ol—>

Fig.5 Transformari ale grafului din fig.4



b,, obtinandu-se schema din fig. 5.b. Aici, avem doud perechi de arce conectate 1n

paralel : cele cu transfer a;si azz_l, si respectiv cele cu transfer b si bzz_l. In

consecinta, graful poate fi redesenat ca in fig. 5.c. In continuare, se aplicd din nou
. . . .. -1
transformarea stea-triunghi, la steaua care contine arcele cu functiile de transfer z™,

ay + azz_1 s1 b +b22_1, obtinandu-se graful din fig. 5.d. Aici sunt doud conexiuni:
- 0 bucla care are pe calea directd transfer unitar si pe calea inversa functia de
transfer alz_1 + a22_2 ;
- doud arce In paralel, cu functiile de transfer b si blz_1 + bzz_2 .
Functia de transfer a intregului sistem este
-1 -2
1 _ _ by+biz " +byz
- (b +hyz +byz ) 1="2 bl_l =
l-(aq1z +ayz °) l—aiz  —ayz
Exemplul 3 Fie circuitul din fig. 6, care se analizeaza prin metoda curentilor ciclici. Se

A Z3 Zs
o— ‘—||7—-|—
[0,

Fig. 6 Circuit de analizat (exemplu)

2)

H(z)=1.

cere sd se rezolve circuitul in raport cu curentul ciclic /3, utilizand grafuri de fluenta.
Utilizand notatiile :
Li\=21+2Zy 5 Zyy=Zy+Zy+Zy ; Zyz=Ly+Z5+7Zg 3)
se pot scrie ecuatiile tensiunilor pe cele 3 contururi :
U=5L21-122;
0=1yZ5 —1Zy = 1324 (4)
0=13Zy3—-1,7Z,
se unde se scot ecuatiile curentilor pe contur :
11=£+élz; Iz=ﬁll+ﬂl3; I3=ﬁ12 (5)
Z1 Zn Zyn  In Z33

Z4 /Zzz

/2y Zy 1 Zy
UO ‘1’1\ > 12 13
'U Z4!Z33

Zz/le

Fig. 7 Graful de fluentd pentru rezolvarea circuitului din fig. 6

Graful de fluenta pentru rezolvarea circuitului este dat in fig. 7. In nodul sursa se asociaza
tensiunea aplicatd, U, iar celorlalte noduri li se asociazad curentii /1, I; si I3. Deoarece se



cere rezolvarea circuitului in raport cu /3, ultimul nod va fi considerar nod-sarcind. In
conformitate cu transformarea de la pozitia 5 din Tabelul 1, graful din fig. 7 se poate
prezenta sub forma din fig. 8. Acum, expresia curentului se poate scrie direct :
2 2
Z Z
2 | ‘4
ZnZyn 220733

Z, Zy

U Ziixn Z33
O »OJ;

Fig. 8 Transformarea f’grafului din fig. 7
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3 Conversia : functie de transfert — caracteristica Bode asimptotica

Fie o functie de transfer sub forma generala:

[18y; (s)I17;(s)
i J

H(s)=M(s) (7
[158; (s)I17; (s)
i J
unde:
- B; (s),By;(s) sunt factori de tip binom, avand forma
B (s) =Ts+1 (8)
- T; (s),T;; (s)sunt factori de tip trinom, de forma
T(s):T2s2+2chs+1 9)
- M(s) este un factor monome:
M (s)=ks” (10)

Daca a =0, sistemul are caracter proportional ; dacd o =—1,—2,... sistemul are
caracter integrator, dublu integrator, ...; dacd o =1, 2,... sistemul are caracter derivatior,

dublu derivator,...
Amplificarea in dB este:



Ayp (a)) = 2010g‘M (]a))‘ + ZZOlog‘Bh- (]a))‘ + Z2010g‘T1j (]a))‘ -
i J

(11)
—> 20log

B; (ja))‘ —Z2010g‘Tj (ja))‘
J

Deci, caracteristica Bode Ayp(@) se obtine insumand caracteristicile Bode

aferente termenilor din expresia (11). Aceste caracteristici pot avea formele urmatoare:
1. Pentru factorii de tip binom sau trinom din functia de transfer (7), caracteristicile
asimptotice sunt nule pana la pulsatia de frangere 1/7, dupa care urmeaza o asimptotd cu

A AdB (a))

+20 dB/dec

a
/ T\
—20 dB/dec

—40 dB/dec

Fig. 9 Caracteristicile asimptotice aferente factorilor de
tip binom si de tip trinom din functia de transfer (7)

panta :

e +2(0dB/dec — pentru binoame situate la numaratorul/numitorul functiei de transfer ;

e +40dB/dec — pentru trinoame situate la numaratorul/numitorul functiei de transfer
(fig. 9);
2. pentru factorul monom, caracteristica de amplificare in dB este o dreapta cu panta

A A= 2010g|H(ja))| A Ay A Agp A Agp

~ N +20dB/dec

20log K —~20dB/dec —~40dB/dec
w > 1]
> p | \/;

M(s)=K M(s)=k/s M(S)zk/s2

~1 yr

Fig. 10 Caracteristici Bode posibile pentru factorul de tip monom

de «20dB/dec. Figura 10 prezintd caracteristicile Bode aferente factorilor monom cei
mai des intalniti.

Se remarca faptul cd, pentru o functia de transfer de forma (7), amplificarea 4,5 a
sistemului este egala cu amplificarea introdusa de factorul monom, pana la cea mai mica
frecventa de frangere. In continuare, crescand pulsatia w, la fiecare pulsatie de frangere,
panta caracteristicii se schimba, dupa natura factorului care introduce pulsatia respectiva
de frangere. Pentru binom, respectiv trinom, schimbarea de panta este de +20dB/dec,
respectiv +40dB/dec (semnul minus corespunde cazului cind factorul se afla la numitor).

Exemplu. Fie functia de transfer:



20(5+0.2)
H(s)= s(10s+1)(s+2)

(12)

Se pune aceasta functie de transfer sub forma in care factorii binom/trinome au
forma (8)/(9), adica termenul liber este egal cu 1 :

2(5s+1)

H(S):s(10s+l)(0.5s+1) (13)

Pulsatiile de frangere si schimbdrile de pantd corespunzatoare acestora sunt :

71 =1/10=0.1 5™ | (-20dB/dec)
i
N

Caracteristica asimptotica A,z () a sistemului este data in fig. 11 (carecteristica

wsy=1/5=02| s |(+20dB/dec)
®p3=1/0.5=2 (—20dB/dec)

factorului monom 2/s este trasata cu linie intrerupta).
A

40 }az (@)

—20dB/ dec

20 "—40dB / dec

10'

Fig. 11 Caracteristica Bode asimptoticd pentru sistemul (12)

4 Conversia: functie de transfer — ecuatie de stare in forma canonica
4.1 Reprezentari canonice
Fie sistemul monovariabil cauzal de ordinul 7, descris prin functia de transfer:

H (s)

_Y(s) _P(s)  bs"+...+h
U(s) O@s) s"+a, 5" +...q,

(14)

., by. Intr-un model de stare al sistemului

Aici intervin 2n parametri: a,_; ....,ag;b,_i,-.

strict cauzal, de forma,
x=Ax+bu (15)



y=c'x (16)

matricea 4 este de dimensiune 7 x n, b i ¢ sunt vectori coloana n-dimensionali, deci pot

. . 2 . v .. . a
interveni (n” +2n ) parametri. Se pune problema reprezentarii modelului de stare intr-o
forma in care numarul de parametri este 2n, ca §i in cazul functiei de transfer. Aceasta
se numeste formd canonicd a modelului de stare.

4.2. Reprezentiri canonice pentru sisteme cu timp continuu
4.2.1. Reprezentarea modala a sistemului (forma canonica Jordan).
Fie H(s) functia de transfer

P(s) P(s)
H(s)= = 17
(s) O(s) s"+a, ;s" " +....... +a (7
si O(s)=0; s"+a, s" " +...+ay= (18)

ecuatia caracteristica a sistemului.
Consideram ca raddcinile ecuatiei caracteristice sunt distincte i reale. Functia
de transfer se descompune sub forma

Xl S) n
> ! :>7| H (S ) =2 i (19)
] fo1S—p
S—D \ = k
Yz S -
1 o7, unde p;;7.,.k=1n sunt polii, respectiv
U_(S. S=P 2 \@LQ) reziduurile functiei H(s). Conform relatiei

. (19), sistemul se descompune in n sisteme de

: ordinul 1, conectate in paralel (fig.12). Notand

" X (s) cu X;(s), i=Ln, iesirile acestor filtre
s—p, elementare, se poate scrie

Fig. 12 Descompunerea modald a unui sX; (S) = p X (s) + U(s)
) i distincti si reali
sistem cu poli distincti si reali 5X, (S) — X, (S) +U(s)

(20)
sX, (s) =p,X, (s)+U(s)
Y(s)= él X (s) 21)
si se obtin ecuatiile de stare si de iesire ale sistemului :
X| = py1x; +u
2= Pro  y=3 "Xk (22)

k=1
X, = DpX, tu



Sub forma matriceala, sistemul este

'm0 0 1
0O po 0 ... 0 .
x={0 0 p3y ... O |x+|.|u; y:[rl rz...rn]x (23)
' 1
00 0 ... p,]

astfel Tncat modelul de stare are urmatorii parametri matriceali:

I i
) 1
A= dlag(pl,pz, ...... Pn) cb=|t|; = VZ (24)
1 7,

Variabilele de stare, x;, i =1,n, corespunzatoare iesirilor elementelor simple din
schema datd in fig 12, se numesc modurile proprii ale sistemului. Acestora le
corespund componentele 7, -e”*' din raspunsul la impuls

Observatie Din expresia (24) a matricii A, rezultd ca ecuatia caracteristica a sistemului
se poate scrie

det(sT — ) = (s — py)(s — pa)--(s = p,) =0

1/s . X(s) deci polii p,,i=1,n ai functiei de

transfer sunt valorile proprii ale
matricei 4.

Us) | Y() Din relatiile (20) se constata ca
imaginea Laplace X, (s) se poate
scrie sub forma

X4(8) = ~(U(s) = p Xy (s)): k=T,
S

astfel 1incat sistemul se poate
reprezenta prin graful din fig. 13.

Fig. 13 Graful de semnal pentru un sistem in
reprezentare modala (cazul polilor distincti)

Consideram ca polii distincti ai sistemului pot fi si complecsi conjugati. Vom
admite ca primii 2 poli sunt de forma:

pp=atjo (25)

In acest caz, reziduurile r; si 7 sunt complexe conjugate, iar termenii
4l 2

. si — din dezvoltarea functiei de transfer H(s) se inlocuiesc
s—(a+ jo) s—(a—jo)
. . . . As+B .
printr-un subsistem de ordinul 2 cu functia de transfer ﬁ . In schema din fig.
s—a) +o

12, primele doud subsisteme de ordinul 1 se inlocuiesc prin subsistemul de ordinul 2
mentionat si se obtine schema data in fig. 14.



As+ B v (s) Deoarece subsistemul de ordinul 2

> 7 5 are modelul de stare
(s+a) +o
X a ol x 4
> 1 r M= 4 u
Uls) o ¥(s) [xj La) a}{)@ —(B+aA)
' o (26)
: X
v=[1 o]{ 1}
X2
o1
S—Pp K sistemul in ansamblu va fi caracterizat de
. 5 . parametrii A, b si ¢, care au forma
F ig. 14 Descompunerea mpdalg a unui urmitoare
sistem cu poli complecsi conjugati
F i, o
: 1
—(B+a4) 0
. a w w
A:dlagﬂ_ a},p&...,pn};b: 1 ; €= 'c3 (27)
1 [Cn ]
Consideram cdi polul p, este multiplu, cu grad de multiplicitate m, .
In acest caz, descompunerea functiei de transfer H (s) este :
7 Iz i h 7,
H(s)=—"—=+ 2+ m oty (28)
(s=p)" (s—p)" S=P1 ST DPmi+ S=Pn
in care
1 /- P

1j ; i—1 n
J +1)! ds”/

(J+1) T (s-p)
i=m+1

|s=p

Expresia (28) conduce la reprezentarea sistemului prin schema bloc din fig. 15, in care
sunt atasate variabile de stare la iesirile subsistemelor elementare. Pe baza acestei
reprezentdri, se obtin ecuatiile de stare si de iesire ale sistemului :

ijplxj+xj+1; j:1,m1—1

ml n
X, = D1 Xy TU : y= ZrLJ-xj + Z 1:X; (30)
. _— j:1 i:m1+l
X;=p;x;+u; i=m+Ln



m, elemente

- - N\
Xml(s) Xmlfl(v)
1 1 _ Xz(s)
— S =, > eee
uls) ’
—

- 1
- S_.pmﬁ—l
» .1
i S=Pn

Fig. 15 Descompunerea modald a unui sistem cu un pol avand ordinul de multiplicitate m;

Parametrii matriceali ai modelului de stare sunt;

Rk ! 0
0 n,2 P
A=diag(Jy, ppsirnPn) s | "l soud, = . 31)
b={0|;c=|"m, o1
1 P, +1 0 D1
—1— rn
in care J; se numeste bloc Jordan.
"m
I/S /le(S)
®, O—PQ ...
N
1
1 ’\/leﬂ(s) »0O Y(S)

1 1/s CX(s) n :3

3

Fig. 16 Descomunerea modald a unui sistem avand un pol cu ordin de
multiplicitate m,

Graful siatemului, corespunzator schemei bloc din fig. 15, este dat in fig. 16.



