Curs 3
Recapitulare
5. Filtrul de ordinul unu.
Ecuatia intrare-iesire :

Tdyd—(tt)+y(t) = Ku(t) h(¢)

Functia de transfer este h(e) | ¢
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Caracteristicile Bode pentru un sistem de ordinul unu



5.2 Filtrul de ordinul 1 cu timp discret
Sistemul de ordinul unu cu timp discret are ecuatia intrare-iesire

y(K) =y (k1) +bu(k-1)
la care corespunde functia de transfer

-1
H(z)=—2Z ___

l—alz_l z—aq

in care polul z,, = a se considera a fi in cercul unitar din planul z.

Pornind de la expresia raapunsului la frecventa,

H(eijej— h b

ST, —a - cos(@T, )+jsin(wT,)—a;

se obtin caracteristicile de frecventa

A(w)= b
\/(1+a12—2alcosa)Te) )
sinawT,
) = —arct <
o(@) gcosa)Te—al

(48)
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- Fie cazul cand polul z, =a; este situat in semicercul drept (0<a;<l). Caracteristica

A(w) (fig.18) are alura celei de la un filtru trece jos (amplificarea scade cu frecventa).
Efectul de filtrare este cu atdt mai puternic, cu cat parametrul a este mai apropiat de
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Fig. 19 Caracteristica sistemului pentru z p<0




valoarea unitara.
- Fie cazul cand z, = a; este situat in semicercul stang (—1<a, <0).Caracteristica A(®)

(fig.19) are, in acest caz, alura celei de la un filtru trece sus (amplificarea creste cu
frecventa).

Este importanta relevarea proprietitilor dinamice ale filtrului prin intermediul
raspunsului sistemului, pentru diferite pozitii ale polului in planul complex.

Pentru aceasta vom considera ca semnalul de intrare este nul in ecuatia (48), u(k-1) =
0, 1ar conditia initiald a sistemului este nenuld, de exemplu »(0) = 1. Vom examina
evolutia marimii de iesire, y(k), sub actiunea conditiei initiale nenule. Ecuatia iesirii
sistemului este

yvk)y=ay(k-1); y0)=1, k=12,..
Fie un pol aflat in semicercul drept, in apropierea cercului unitar, de exemplu: a =

0.9. Succesiunea valorilor marimii de iesire, y(k), pentru k=0, 1, 2, 3, .., este:

1,0.9,0.81, 0.729,...
adica evolutia iesirii este lentd, cu atat mai lentd, cu cat polul a este mai apropiat de
cercul unitar (cazul polului 1 din fig. 20). Daca a este mic (cazul polului 2 din fig. 20), de
ex. a = 0.1, succesiunea valorilor marimii de iesire, y(k), pentru k=0, 1, 2, 3, .., este:
1,0.1,0.01, 0.001,...
adica iesirea filtrului se stinge foarte rapid.
Deci, atunci cand polul este apropiat de cercul unitar, dinamica filtului este lenta
(adica, proprietatile de filtrare sunt puternice) iar atunci cand polul este apropiat de
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Fig.20 Raspunsul la impuls al unui sistem de ordinul unu cu
timp discret, in functie de pozitia polului

origine, dinamica filtrului este rapida, (adica, proprietatile de fitrare sunt reduse). Daca
polul se afld pe cercul unitar, @ = 1, (polul 3 din fig. 20) raspunsul este o treptd unitara,
filtrul fiind, de fapt, un integrator. Pentru a > 1 (polul 4 din fig. 20), iesirea y(k) creste
nedefinit (de ex., pentru a=2, se obtin valorile: 1, 2, 4, 8,...), sistemul fiind instabil.

In mod similar se poate analiza raspunsul sistemului atunci cand polul este situat
in semiplanul stang (polii 5,6,7 si 8). Se observa ca atunci cand polul este in cerul unitar



(polii 5 si 6), raspunsul y(k) este oscilant. El se stinge cu atat mai rapid, cu cat polul este
mai aproape de origine. Pentru a = -1 raspunsul este o oscilatie permanentd
+1—>-1->+1— ..., iar pentru a <-1, raspunsul tinde spre infinit prin oscilatii crescatoare.

Observatie. Se poate ardta (v. Cap.3) ca raspunsul la impuls, i(k), este similar ca
evolutie cu raspunsul la conditia initiala nenuld, y(k). Deci, toate evolutiile ilustrate
calitativ 1n fig. 20 se pot considera ca fiind ale raspunsului la impuls.

6. Filtrul de ordinul doi
Filtrul de ordinul doi se mai numaste sistem cu actiune proportionala de ordinul
doi sau element oscilant.

6.1 Filtrul de ordinul 2 cu timp continuu
- Ecuatia diferentiala intrare — iesire este

2dzy(t)+2§Tdy(t)+y(t):K_u(t) (52)

T
dtz dr

unde : K - coeficientul static de amplificare, T — constanta de timp si & factorul de
amortizare, a carel valoare se considera a fi subunitara.

- Functia de transfer rezultd din ecuatia diferentiala (52) si se exprima in doud moduri :

2
K w
H(s)= 73 =K— 4 3 (53)
T7s"+2&Ts+1 s“+28w,s+ 07,
Im 4 1 . 8
unde  w, =Feste pulsatia  naturala a
2
P N T -PaN1=¢ sistemului.
i o o, - Polii sistemului sunt (fig.21) :
: . 2
- ( Re. Pro=—bw, * jo1-& (54)
'—Cw, — - .
: S cosp=¢ Se constatd ¢ modulul polilor este egal cu
i pulsatia naturald e, , iar unghiul ¢ este cu atét
223 S ~o, 1-&2 mai mare, cu cat coeficientul de amortizare &

este mai mic.
- Raspunsul indicial al filtrului este

_é:a)nt
h_l(t):K l—e—\/i2 sin(a)nt\/l—fz +gpj
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Fig. 21 Polii filtrului de ordinul 2

(55)
unde ¢ = arccosé (fig.4.90).

Forma raspunsului indicial pentru diferite valori ale coeficientului de amortizare
este datd in fig. 22. Aici se pot distinge trei regimuri:



t

Fig. 22 Raspunsuri indiciale ale sistemului de ordinul doi, pentru
diferite valori ale lui coeficientului de amortizare

- regimul aperiodic, pentrué > 1, cand raspunsul are o evolutie monotona;
- regimul critic, £ =1; alura raspunsului este similara celei din cazul anterior ;
- regimul aferent situatiei £<1. Acest regim intereseaza efectiv, deoarece in cazurile

anterioare sistemul de ordinul 2 se poate descompune in doud sisteme de ordinul unu
inseriate (trinomul de la numitorul functiei de transfer (53) se factorizeaza ca produs de
doua binoame).

Pentru cazul de interes, cind £ <1, se pot distinge doua situatii:

a) 1>§ZL =0.7

NG

caz in care raspunsul indicial are o depasire (suprareglare) diferita de zero, insa in
ansamblu raspunsul este fard oscilatii. Valoarea maximad a depdsirii se obtine la

E=1/42~0,707 si este s = 0.043 K (sau 4,3%).
1
b) E<—=0,7
: 2

caz in care raspunsul indicial are oscilatii amortizate.
In fig. 23 este prezentat raspunsul indicial pentru un coeficient de amortizare

& <1/ V2, care caracterizeaza asa numitul regim pseudo-periodic. Raspunsul evolueaza
intre doua curbe, 1 si 2, de ecuatii

K- ot | ¢ k.| 1e——_eeu | (56)
V1-¢ 1-¢%

care sunt trasate cu linie Intrerupta in fig. 23.



Pseudo-perioada oscilatiei amortizate este numitd perioada proprie, fiind data de
expresia:

7.2 2m (57)

©p a)n\/1—§2
unde w,, = ®, 1—§2 este pulsatia proprie. Cand sistemul nu are amortizare (&=0),

perioada oscilatiilor neamortizate @, este egala cu pulsatia naturald w,: @,=a®,.

Depasirea s depinde numai de coeficientul de amortizare, fiind exprimatd prin
A

\ A

Fig. 23 Regimul pseudo-periodic
relatia:

s[%]=100exp| - o7 (58)

J1-&2

Durata regimului tranzitoriu, definitd ca timpul necesar stabilizarii la valoarea
stationard, cu o tolerantd de +5%, este

t, =—Lln(o,05 1—§2j (59)
Sy
- Raspunsul la frecventd al filtrului este
2
. 0 1
H(jo)=K > — =K 5 (60)
w,” —0°+2jéiw,w 1_(07_'_2].4:2
a)nz Wy

Pentru simplificarea scrierii, se va utiliza notatia v=w/w®, (v este pulsatia
normatad) si expresia raspunsului la frecventa devine:

1

H(jo)=K—————
( ) 1—v2+2j§v

(61)



Caracteristica Nyquist este prezentata in fig.24. Pentru §<l/ V2 =0,7,

amplificarea A(a)):‘H ( ]a))‘ trece printr-un maxim, care se obtine la pulsatia w,,
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Fig. 24 Caracteristica Nyquist a sistemului de ordinul doi

numitd pulsatie de rezonanta. Aceastd pulsatie depinde de pulsatia naturald si de
coeficientul de amortizare &

(62)
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Fig. 25 Caracteristicile Bode ale sistemului de ordinul 2

Atunci cand & descreste, pornind de la valoarea 1/ V2, se obtine — pentru fiecare

valoare a parametrului &- cate o valoare a pulsatiei de rezonanta, ), la care corespunde



punctul de pe locul de transfer, corespunzator lui H ( je, ). Locul geometric al varfului
vectorului H (jw, ) in planul complex este indicat in Fig.24.

-. Caracteristica Bode. Din relatia (60) se constata ca :

l. pentru @ <w,, si deci la valori mici ale lui v, raspunsul la frecventa este
practic egal cu K. Amplificarea in dB se aproximeaza prin constanta

Ayp (a)) = 2010g‘H ( ]a))‘ =20log K, care determina o dreaptd orizontala ce reprezinta

asimptota caracteristicii atunci cand @ tinde spre zero ;

2. pentru @ >, , deci la valori ridicate ale lui v, raspunsul la frecventa se

. . K K .
poate aproxima prin H ( ja)) = =— 7 adica raspunsul la frecventd al

2( . 2

T ( j ) (w/w,)
unei conexiuni formate din doud integratoare inseriate. Amplificarea iIn dB este
aproximata de ecuatia

10}
Agp (@) =20logK —4010ga)— =20log K +40log m, —40log @
n
care reprezintd o relatie liniard In raport cu logw. Rezultd ca asimptota caracteristicii,
atunci cand o tinde spre infinit, este o dreapta cu panta de — 40dB/dec.
Caracteristica asimptotica, definitd prin cele doud asimptote, are frecventa de
frangere @, =, =1/T, unde v = 1. Figura. 25 prezintd caracteristicile Bode pentru

diferite valori ale & Caracteristica de amplificare Ay () prezinta un maxim atunci

cand &< 1/ V2 = 0,7, ceea ce semnifica existenta rezonantei. Acest maxim este cu atdt

mai pronuntat, cu cdt coeficientul de amortizare este mai mic.
Amplificarea la rezonantd are expresia

K
A(wr)zAmax: =K-0, (63)
26\1-¢7
in care
A(w,) 1
0= 7~ (64)
se numeste factor de rezonanta.
Caracteristica de faza
2
p(w)=argH (jo)= —arctg% (65)
o, -0

depinde, de asemenea, de factorul de amortizare, asa cum se remarca in fig.25.



