CURS 9
Analiza sistemelor

1 Introducere

In cadrul unei probleme de analiza a sistemelor, se dau: sistemul (modelul
matematic) si forma semnalului de intrare si se cere deducerea prin calcul a evolutiei
marimii de iesire.

Din punctul de vedere al practicii ingineresti, analiza sistemelor este realizata — in
mod curent — prin instrumente software de simulare numericd, asa cum este mediul de
simulare SIMULINK din Matlab® Aceste mijloace permit analiza numerici a sistemelor,
indiferent daca acestea sunt liniare sau neliniare.

In acest capitol se prezintd numai metodele de baza din analiza sistemelor liniare,
deoarece rezultatele obtinute in aceasta directie prezintd o importantd fundamentald in
problematica teoriei sistemelor.

In analiza unui sistem pot exista doud abordari :

1. se determind prin calcul marimea de iesire, adica raspunsul sistemului, atunci cand
de dau modelul matematic si forma semnalului de intrare;

2. se determind numai unele proprietdti sintetice ale sistemului, ca de exemplu: .

- proprietatile calitative (stabilitatea, controlabilitatea, etc),

- performantele 1n regim stationar,

- performantele in regim dinamic,
fara a calcula in intregime raspunsul sistemului la un semnal de test, aplicat la intrare.

In cele ce urmeaza se vor prezenta ambele abordari.

2. Analiza sistemelor prin calcului raspunsului acestora

2.1 Analiza sistemelor cu timp continuu
Se va trata mai intdi problema analizei sistemelor descrise prin modele de tip
intrare-iesire, apoi se va considera si cazul descrierii sistemelor prin modele de stare.
2.1.1 Cazul modelului de tip intrare-iesire
e Se considera date:
a - Modelul sistemului, sub forma ecuatiei diferentiale de ordinul »

n n—1 n—1
d y+an_1u+ ....... +a0y:bn_1u+ ......... +bou (1)
dr" dr"! ™!
b - conditiile initiale
dy dn—ly
0); | = |ls=05---> _ 2
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c - semnalul de intrare

u(t); =0 (3)



e Se cere raspunsul sistemului, y(t).
Raspunsul y(¢) este solutia ecuatiei diferentiale (1), cu conditiile initiale (2) si
functia u(t) data. Sistemul este liniar, deci se poate aplica principiul suprapunerii
efectelor. Deoarece y(t) este efectul produs de doua cauze distincte: conditiile initiale

(2) si semnalul de intrare u(t), vom considera cd raspunsul este format din doua

componente, care sunt efecte ale celor doua cauze mentionate, adica:
v (t) - componenta liberd sau raspunsul liber, care este produs de conditiile

initiale nenule (2), atunci cand u(¢)=0;
yr (t) - raspunsul fortat, care este produs de semnalul de intrare u (t) # 0, atunci

cand conditiile initiale sunt nule.
Deci :

y(O)=yi(t)+yy(t) 4)

Rdaspunsul liber este solutia ecuatiei diferentiale farda membrul drept (ecuatia
omogenad):

n n—1
d Y a d
dt”

Aceastd solutie se obtine determinadnd radacinile ecuatiei caracteristice:

Y
=R 5)

s+ an_lsn_l +...4+ay=0 (6)

Fies;,1,n; radacinile reale si  o;* jw;,i=1lny, n+2n,=n ,radacinile
complexe ale acestei ecuatii, considarate ca fiind distincte. Raspunsul liber, adica solutia
ecuatiei diferentiale (5) este

n n
yi(t)=3X Cpe’' + Y Aliea"tsin(a)it+¢h~) (7)
i=1 i=1
unde Cj;,i= E; Ajj, @y;,i =1,ny; n +2ny =n sunt constante de integrare, care pot fi
calculate pornind de la conditiile initiale cunoscute (2).
ot

Functiile %' si %" sin(w;t+¢;) definesc modurile sistemului.

Raspunsul fortat este solutia ecuatiei (1), unde u(f) este semnalul aplicat la
intrarea sistemului, atunci cand conditiile initiale sunt nule:

d d
»(0)=0; (d—fj 0=0;... (d—mt:():o (8)

Aceasta solutie este

yr()=yo )+, (1) ©)



unde y, (¢) este solutia ecuatiei omogene,
l sit | 2 at
Yo ()= X Cpe®' + 3 Apesin(wt+4y) (10)
i=1 i=1

iy, (t) este o solutie particulard, avand forma semnalului de intrare u (t) . Deci,

n )
yr(t)=3% Cﬁesft +3 Aﬁeaitsin(a)it+¢ﬁ)+yp (1) (11)
i=l1 i=l1

unde constantele de integrare C fis i=1n,A 175 @ fis i =1,n, pot fi calculate in functie de

constantele initiale nule, (8).
Raspunsul total al sistemului este

()= () +y () =y (1) + o () + 2, (1) (12)

Se noteazd prin y; (¢)

v (£) =y (1) + 25 (1) (13)

componenta tranzitorie a raspunsului. Conform (7) si (10), aceasta componenta se
determina prin relatia:

m m
3i(6)= X (Cy+Cp) e + X | Aysin(apt+4)+ Apsin(ait +d5) | (14)
i=1 i=1

sau, dupa cateva transformari,

i’ll n2
v ()= 2 Ce' + 3 A% sin(wyt + ;) (15)
i=1 i=1

unde C; =Cj; +C fis i= m Parametrii 4;, ¢;,i =1,n, , se obtin in functie de constantele
A]ia ¢li7 Aﬁa ¢ﬁ .

Din relatiile (12) si (13) se obtine raspunsul total al sistemului, sub forma
(1) =y 1)+, (1) (16)
unde y » (t) se numeste componenta de regim permanent a sistemului.

Fie cazul cand radacinile ecuatiei caracteristice sunt situate in semiplanul stang al
planului complex. Regimul in care componenta tranzitorie este nenuld se numeste regim
tranzitoriu sau regim dinamic.

Atunci cand timpul ¢ tinde spre infinit, adica atunci cand componenta tranzitorie
devine practic gald cu zero, se obtine regimul permanent. In acest regim, raspunsul

sistemului este y(t) =Vp (t) Daci la intrarea sistemului s-a aplicat un semnal treapta,

regimul permanent se numeste regim stationar. Daca insd la intrarea s-a aplicat un
semnal sinusoidal, atunci regimul permanent se numeste regim permanent sinusoidal.



Observatii:
1. Structura si componentele raspunsului unui sistem sunt date in fig. 1

raspuns liber ¥ (t) componenta tranzitorie

J’/(t)

raspuns
total

raspuns
total

componenta de regim

raspuns fortat Y, (t)
permanent

Fig. 1 Structura raspunsului unui sistem

2. Raspunsul fortat al unui sistem poate fi exprimat prin integrala de convolutie

yr(t)=[oh(@u(t-7)dr (17)
2.1.2 Cazul modelului de stare
Fie
x(t)=Ax(t)+ Bu(r) (18)
y(t) = Cx(t)+Du(t) (19)

ecuatiile de stare si de iesire si
x(1)| ;=0 = xg (20)
starea initiala.

2.1.2.1 Calculul componentei libere
Réispunsul liber in raport cu variabila de stare este solutia ecuatiei omogene

(deci, cand u(7)=0) :
x=Ax (21)
considerand conditia initiald nenula : x # 0. Aceasta solutie are forma
xl(t):eAtxO =11 (1) x (22)
unde
(r)=e (23)

este matricea de tranzitie a starilor, denumita, de asemenea, matricea fundamentald a
sistemului..

Raspunsul liber in raport cu variabila de iesire este
yl(t):ClI(t)xO (24)

e Proprietdtile matricii fundamentale



Din relatia de definitie (23), rezultd urmatoarele proprietati ale matricii

fundamentale:
1. [ (0) = I (matricea unitate nxn)

2. i(-)-1 (1)
deoarece IJ(—t)= Al = (eAt)_l =1 (1)
3. ll(tz _tl)ll(tl —lo):ll(tz —to), >4 >

intrucat

H(ty—n)(n—19)= oAlta=t) A(—t0) _ eA[(’z ~)+(n )] Alt2~to)

4 [H()] =(e) =™ =n1(k)

e Calculul matricii fundamentale
1) Metoda bazatd pe transformata Laplace

Aplicand 1n ecuatia (21) transformata Laplace, se obtine

sX (s)—xg=AX(s)

din care se expliciteazd X (S):

X(s)=(sT-4) " x,

unde X (s) este transformata Laplace a raspunsului liber, adica:

x (1) =L {x(s)} =L {(SI—A)_I xo} ! {(sI—A)_l} X0

Din (22) si (27) se obtine

m(r)=L" {(SI—A)_I}

Exemplu Fie A=

s 0 0 1
Se calculeaza sI—A= _
0 s -2 3

H

s -1
2 s+3

|

~1(y 1)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)



s+3 1

(SI_A)—IZ;[S%S 1}:;[”3 1}: (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)
243542l 2 s] (s+D)(s+2) 2 s -2 s
(s+1)(s+2) (s+1)(s+2)
2 1 1 1
_ s+1_s+2 s+1_s+2
o2 2 1 2
- + +

s+1 s+2 _s+l s+2

(30)

26! e—2t el e—Zl
el 4 2e_2t —e ' +2e

u(r)—Ll[wA)l}—[

2) Metoda bazatd pe teorema Lagrange—Sylvester

Aceastd metoda permite calculul functiei f (A) = printr-o relatie simpla, daca

valorile proprii ale matricii 4, A; =s;,i = I,_n , sunt distincte:

n n A—A.1 =n n{ A—s;1
A= f(4) 1 —L=3 e T] / (31)
ra)=E e fi 77 e [ ]
J#i Jj#l

Exemplu. Fie matricea A de forma (29). Valorile proprii sunt radéacinile ecuatiei
caracteristice  A(s)=det(s] —A)=0, adica s +3s+2=0. Rezultd A =5=-1;
Ay =55 =—2. Aplicand formula (31) se obtine rezultatul:

g i (e E RN

2ol _o 2t ol _ o2
el 4+ 2e_2t e+ 2e_2t
care este identic cu cel din metoda anterioara.

3) Utilizarea formei canonoce Jordan
Se pune ecuatia de stare In forma canonica Jordan. In acest caz, matricea 4 din forma

canonicd Jordan este : A= diag(sl,...,sn) atunci cand radacinile ecuatiei caracteristice
sunt distincte sau A= diag(J,...J;) dacd radacinile au ordinul de multiplicitate

m; 21,i= m (J; sunt blocuri Jordan, vezi cursul 6).

Matricea fundamentala este



el = diag(esit,. .. ,eS”t) (32)
cand radacinile sunt distincte, sau

el =diag(eJ"t,...,eJ1t) (33)

atunci cand radacinile sunt multiple. In relatia (33), functia e’it are expresia

1 ¢ L pm-t
(m; —1)!
it = : &St (34)
0o . t
. 1 -

4) Calculul aproximativ al matricii fundamentale
Calculul se bazeaza pe dezvoltarea in serie a exponentialei matriceale IJ (t) =4l
Pentru o valoare data a timpului, ¢ =7 , matricea fundamentala este

A21? A7
+

_ AT _
I(T)=e"" =I+AT+ T (35)
Daca se considera un numar finit de termeni, N +1, In aceasta dezvoltare , se
obtine
272 353 NN
AT AT AT
H(r)=1+AT+ + Hoet =
2! 3! N!

(36)

=1+ AT I+AT I+AT s AT I+AT
2 3 N -1 N

2.1.2.2 Calculul componentei fortate
Raspunsul fortat in raport cu variabila de stare este solutia ecuatiei (18), cu

devine

sX (s)=AX (s)+BU(s) (37)
de unde se obtine

X (s)=(sT—A)" BU(s) (38)

Réspunsul fortat este

xp (1) =71 (X (s)) =L—1{ (o1 -)" B]U(s)} =L (sr-a) B [ (9) 09)

Insa



L {(SI—A)_IB} =1(1)B; iar LU(s)} = u(r)

deci
xp (6)=[1(1) B]*u(r) = (})u(t-r)gu(r)df
Réspunsul fortat in raport cu variabila de iesire , y (1), este
yr(t)=Cxp(t)+Du(t)=[oCLU(t—7)Bu(r)dz+ Du(t)
Notam cu

H(1)=CH(t)B

(40)

(41)

(42)

raspunsul la impuls matriceal al sistemului multivariabil strict cauzal. Elementul A; (t)al

acestei matrice este raspunsul la impuls care caracterizeaza canalul cu intrarea j si iesirea

i a sistemului.
Raspunsul total in raport cu variabila de stare este

x(t)le(t)+xf (t)

sau
x(¢)=H(t)xo+ ] H(t-7) Bu(z)dz
Rdaspunsul total in raport cu variabila de iegire este
$(0)= CH(t)x, + [ CIH(c~7)Bu(c )iz + Duy)
sau 0

w(t)= CU(t)xy +] H(t~7)u(c)dz+ Du(t)

raspuns liber

raspuns fortat

2.2 Analiza sistemelor cu timp discret
2.2.1 Cazul modelelor intrare-iesire
e Sedau:
a - modelul sistemului sub forma ecuatiilor in diferente

y(k)=ay(k=1)+...+a,y(k—n)+bu(k-1)+...+bu(k—n)
b - conditiile initiale

y(O), y(—l),...,y(—n+l)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)



¢ - variabila de intrare u (k); k>0
o Se cere raspunsul y(k) al sistemului.
Ca s1 1n cazul sistemelor cu timp continuu, raspunsul y(k) contine componenta

libera y; (k) si componenta fortata y r (k):

v (k)= i (k)+ vy (k) (49)
Pentru a determina componenta liberd se considerd ecuatia omogena
y(k):aly(k—l)—i-...—i-any(k—n) (50)
cu conditiile initiale (48). Fie
l—alz_l—azz_z—...—anz_n =0 (51)

ecuatia caracteristica, ce poate fi scrisa si sub forma
z" —alzn_1 —...—a,_1z—a, =0 (52)
sl z;,i= I,_n , raddacinile acestei ecuatii, considerate distincte. Raspunsul liber este
d k
v (k)= X Gz (53)
i=1
Constantele Cy;,i= 1n,se obtin din conditiile initiale (48)
Raspunsul fortat este determinat ca solutie a ecuatiei (47), In care u (k) =0 si

conditiile initiale sunt nule. Aceasta solutie are forma

n

yp(k)=2 Cpzf +y,(k) (54)
i=
unde y, (k) este o solutie particulard, de forma semnalului de intrare u (k).
Rdaspunsul total este
n
y(k)=yi(k)+yy (k)= Zl Cizf + v, (k) =y, (k)+y, (k) (55)
i=

unde C;=C;+Cp,

In expresia (55), y, (k) este componenta tranzitorie,
(k)= 3 Gzt (56)

iar y, (k) este componenta de regim permanent.



